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Аннотация. Рассматривается парадокс Бертрана на олигополистических рынках, кото-
рый заключается в том, что в модели Бертрана именно тот участник, который предло-
жил наименьшую цену, совершит сделку. Таким образом, все участники скатываются к 
минимально возможной (нулевой) прибыли. Так как на практике такое происходит да-
леко не всегда, принимаются попытки разрешения этого парадокса, которые упомя-
нуты в работе. Далее в статье описываются наиболее типичные практические ситуации, 
соответствующие модели Бертрана, в которых могут оказаться участники рынка. На ос-
нове полученного опыта предлагается расширенная модель с динамическим ценооб-
разованием, использующая для разрешения парадокса коэффициент эластичности. 
Для модели с двумя участниками приводится доказательство наличия равновесия 
Нэша для случая фиксированного значения коэффициента. Для этой же модели описан 
способ, который, при заданных начальных условиях, позволяет определить точку рав-
новесия, а именно долю на рынке и уровень цены каждого из участников. Процесс пе-
рехода участников рынка к положению равновесия просто и наглядно показан на гра-
фиках. В практическом смысле модель объясняет возможное отсутствие эффекта от ис-
пользования такого популярного маркетингового инструмента как демпинг. 

Ключевые слова: парадокс Бертрана; модель Бертрана; коэффициент эластичности; 
дифференцированный продукт; динамическое ценообразование; равновесие Нэша; 
олигополия; некооперативные игры; демпинг; передел рынка; точка равновесия.  
 

ВВЕДЕНИЕ 

Большинство современных рынков явля-

ются олигополистическими, и потому в эко-

номике и теории игр большое внимание уде-

ляется их изучению. Известные описанные 

модели разделены по типу кооперации: со 

сговором и без сговора. Среди олигополий 

без сговора выделяют качественные (модель 

Курно [1], Штакельберга [2], борьба за ли-

дерство) и ценовые (модель Бертрана [3], ди-

намическая ценовая конкуренция, модель 

Эджворта [4], модели с возрастающими пре-

дельными издержками, модели с дифферен-

цированным продуктом). Модель Форхай-

мера, картель являются примерами моделей 

со сговором. Среди моделей с барьерами 

входа выделяют модель Бэйна, Модильяни 

[5], Джелмана-Сэлопа [6], Спенса [7], 

Милгрома-Робертса [8].  

В статье в качестве исходной задачи мы 

рассматриваем модель Бертрана [3]. Данная 

модель была представлена как альтернатива 

модели Курно, в которой каждый из участ-

ников (олигополистов) устанавливает цену 

на однородный товар независимо от сопер-

ников. При этом весь спрос делится между 
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теми участниками, которые установили на 

товар наименьшую цену. Парадокс Бертрана 

заключается в том, что равновесие на данном 

рынке достигается при продаже продукции 

по цене издержек, при этом участники полу-

чают нулевую прибыль. Однако, если бы 

данный парадокс имел реальное место на 

практике, то компании, не получающие при-

быль длительное время, не смогли бы суще-

ствовать. Тем не менее, олигополистический 

рынок существует, и фирмы получают при-

быль. Исследования в области разрешения 

парадокса Бертрана можно разделить на сле-

дующие виды: 

1. Динамическая ценовая конкуренция.

Ее суть заключается в применении динами-

ческих стратегий: око за око, хищничество, а 

также отказ от ценовой конкуренции. Эмпи-

рически показали свою эффективность такие 

стратегии как добрая, мстительная, прощаю-

щая, независтливая [9].  

2. Модель Эджворта [5]. Это модель с

ограничениями на производительные мощ-

ности, где каждая из фирм не может охватить 

весь рынок целиком. В этом случае продажа 

продукции по цене издержек не является 

равновесием Нэша. На вопрос о том, кто же 

будет покупать продукцию по большей цене, 

используется понятие «рационирование» и 

предлагается несколько схем: случайное 

(пропорциональное) рационирование, эф-

фективное (параллельное) рационирование, 

анти-эффективное рационирование [10].  

3. Модели с возрастающими предель-

ными издержками. Эти модели описывают 

случаи, когда предельные издержки возрас-

тают с объемом выпускаемой продукции [11, 

12], в отличии от модели Эджворта, где пре-

дельные издержки фиксированы.  

4. Модели с дифференцированным про-

дуктом. Данная модель рассматривает воз-

можность того, что практически любую про-

дукцию можно дифференцировать, так как 

на потребление влияет множество факторов, 

не учитываемых в классической задаче Бер-

трана: расположение, качество продукта и 

др. [13, 14].  

5. Другие варианты разрешения пара-

докса Бертрана, которые описывают более 

частные случаи.  

Текущие реализации моделей с диффе-

ренцированным продуктом предлагают 

определять спрос как функцию большого 

числа параметров. Учитываются такие пара-

метры как взаимное географическое распо-

ложение конкурентов, влияние их ассорти-

мента друг на друга и т.п. В результате, ито-

говая зависимость оказывается весьма слож-

ной. Слишком сложная модель не позволяет 

оценить наличие равновесия. При этом мо-

дель в силу этой сложности предполагает 

большое количество допущений и искус-

ственных условностей, отрываясь таким об-

разом от реально существующих ситуаций. 

Например, модели Хотеллинга [12] и Сэлопа 

[13] предполагают зависимость спроса от 

расстояния от продавца до покупателя. Ре-

альная ситуация показывает, что большое 

количество факторов, такие как удобство 

парковки, уровень трафика, наличие марш-

рутов общественного транспорта, наличие 

других точек интереса и т.п., оказывают на 

потребителя влияние не меньшее, чем общее 

расстояние между продавцом и потребите-

лем. 

ПРАКТИЧЕСКИЕ ПРИМЕРЫ  

Существующие олигополистические 

рынки позволяют наблюдать следующие 

практические ситуации поведения конкурен-

тов.  

1. Конкуренты торгуют единым товаром.

При этом, если один из конкурентов снижает 

цену на некий товар, он не получает сразу 

всю массу клиентов. Оказывается, что суще-

ствует некоторая привязанность к старому 

продавцу из-за рациональных (технических, 

географических) и нерациональных (лояль-

ность, субъективизм клиента) причин. Од-

нако, известно, что увеличение разницы в це-

нах повышает вероятность преодоления этой 

привязанности.  

2. Конкуренты предоставляют не одина-

ковый, но взаимозаменяемый товар, отлича-

ющийся в большом количестве незначитель-

ных характеристик (бытовая и носимая тех-

ника, тарифные планы, автомобили). В каж-

дом случае точный анализ всех свойств для 

всего ассортимента предложений потребите-

лем невозможен или нерационально трудое- 
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мок. Потребитель делает только грубую 

оценку и во многом случайный выбор. При 

этом рациональность поведения потребителя 

все равно присутствует и можно говорить 

только о большей вероятности выбрать то-

вар, для которого отношение цена/качество 

ниже. Продавец, корректируя цену товара, 

регулирует этот показатель.  

3. Конкуренты торгуют полностью оди-

наковым товаром, который приобретают у 

единого источника (производителя) и вы-

нуждены выставлять по определенным це-

нам (система дилерства). При этом, чтобы 

увеличить вероятность продажи, конку-

ренты используют различные маркетинго-

вые ухищрения (скидки, промо-акции) и 

обычную рекламу. Моделируя такую ситуа-

цию, можно положить, что клиент покупает 

не только товар, но и его рекламу. Другими 

словами, для продавца стоимость товара 

ниже выставленной, причем ниже на размер 

затрат на рекламу, приходящихся на каждую 

продажу. Очевидно, реклама обладает огра-

ниченной эффективностью, не может дойти 

до всей массы потребителей и одинаково по-

влиять на них. Однако, при правильно орга-

низованном процессе, вероятность перехода 

клиента тем выше, чем больше затрачено на 

рекламу, т.е. чем ниже стоимость товара для 

продавца. 

Все эти ситуации объединяются общим 

правилом. Если один из участников рынка 

выставляет цену ниже цены конкурентов, он 

не может получить всю массу покупателей. 

Однако доля покупателей, которую привле-

чет этот участник, зависит от того, насколько 

его цена будет ниже цены конкурента. При-

мерно такой же подход использован в мо-

дели с дифференцированным продуктом, где 

спрос на товар каждого участника – линей-

ная комбинация цены самого участника, 

цены конкурента и связывающих коэффици-

ентов. 

Основываясь на приведенных практиче-

ских примерах, мы предлагаем простой ва-

риант модели с дифференцированным про-

дуктом с некоторым постоянным значением 

эластичности, рассматривая при этом ситуа-

цию, в которой два конкурента делят общий 

рынок постоянного размера. Предполага-

ется, что простая модель в своих допуще-

ниях отрывается от практических случаев не 

сильнее, чем сложные модели. В то же 

время, предлагаемый подход обеспечивает 

наличие равновесия Нэша, а также позволяет 

найти положение равновесия в зависимости 

от начальных условий. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  

На олигополистическом рынке представ-

лено два конкурента – фирмы, производящие 

однородный продукт или услугу по цене p1, 

p2 и занимающие доли на рынке m1, m2:  

m1 + m2= 1.  

Каждая из фирм в состоянии произвести 

товар для удовлетворения спроса всего 

рынка, положение на котором регулируется 

с помощью цены.  

Спрос потребителей не задан явно, од-

нако известен коэффициент эластичности 

𝐸 =
𝑑𝑚

𝑑𝑝
. 

Требуется найти равновесие Нэша для за-

данных условий.  

Замечание. В общем виде коэффициент 

эластичности представляет собой отношение 

𝐸 =
∆𝑄𝑃

∆𝑃𝑄
, но в случае небольшого количества 

участников 
∆𝑄

𝑄
= ∆𝑚, a так как 

∆𝑃

𝑃
= ∆𝑝,  

то можно представить коэффициент эластич-

ности через долю рынка, занимаемую участ-

ником. 

Коэффициент эластичности может быть 

представлен в виде некоторой функции об-

щего вида, но в данной работе мы будем рас-

сматривать простейший случай:  

𝐸 =  −𝑘, 𝑘 >  0, 𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

В задачах поиска равновесного значения 

функция прибыли является целевой и опре-

деляется через объем выпуска, мы вводим  

в качестве целевой функцию выигрыша  

𝑓 (𝑚, 𝑝)  = 𝑚𝑝. 

Наличие равновесия Нэша. 

Докажем существование единственного 

равновесия Нэша для данной задачи. 

Теорема. Для игры двух лиц 1 и 2 на оли-

гополистическом рынке, которые произво-

дят товары или услуги по ценам p1, p2 
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и имеют доли рынка m1, m2: m1 + m2 = 1, если 

коэффициент эластичности спроса задан как 

𝐸 =
𝑑𝑚

𝑑𝑝
: 𝐸 = −𝑘, 𝑘 > 0, 𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, то суще-

ствует единственное равновесие Нэша. 

Доказательство. 

𝑑𝑚

𝑑𝑝
= −𝑘,

𝑝 > 0, 𝑚 ∈ [0, 1], 𝑘 > 0, 𝑘 =  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 

𝑚 = −𝑘𝑝 + 𝑏, 

𝑓 = 𝑝𝑚 = −𝑘𝑝2 + 𝑏𝑝, 

𝑑𝑓 

𝑑𝑝
= −2𝑘𝑝 + 𝑏.

Экстремум −2𝑘𝑝 + 𝑏 = 0 ⇒  𝑚 = 𝑘𝑝. 
Следовательно, равновесное положение 

(p∗; m∗) будет находиться на прямой m = kp. 

Рис. 1. Переход игрока в равновесное положение 

На рис. 1 изображено начальное положе-

ние игрока в точке (p; m). Пунктирной ли-

нией показана функция 𝑓 = 𝑝𝑚, которая 

принимает фиксированное значение при раз-

личных p, m. Также показан переход игрока 

в точку (p∗; m∗), которая лежит на прямой 

𝑚 = 𝑘𝑝. 

В силу области определения переменных 

p и m прямая 𝑚 = 𝑘p пересекает кривую 

𝑓 = 𝑝𝑚 (для полученного значения f) в неко-

торой точке. Точка пересечения и будет яв-

ляться седловой, т.е. равновесием Нэша.  

Для любого полученного набора данных 

p1, p2, m1, m2 точка равновесия является един-

ственной, т.е. игроки не могут перейти в дру-

гое равновесное положение, так как 

𝑚1 = 𝑘𝑝1, 𝑚2 = 𝑘𝑝2, 𝑚1 + 𝑚2 = 1. Только

при одном наборе значении p1, p2 все три 

уравнения выполняются и при этом соотно-

шение m1 и m2 сохраняется.  

В случае разных k приходим к равенству 

𝑘1𝑝1 + 𝑘2𝑝2 = 1. Так как k1, k2 = const, равен-

ство также выполняется при единственном 

значении p1, p2. Таким образом, предложение 

доказано. 

ПОИСК РАВНОВЕСИЯ  

Нам известны текущие цены конкурен-

тов и их доли на рынке. Каждый из соперни-

ков пытается максимизировать прибыль. Как 

найти точку равновесия для данной ситуа-

ции? Пусть 𝑝1
∗ – равновесное значение, тогда

𝑚1
∗ = 𝑘𝑝1

∗ , 

𝑚2
∗ = 1 − 𝑚1

∗ = 1 − 𝑘𝑝1
∗, 

𝑝2
∗  =

𝑚2
∗

𝑘
= −𝑝1

∗ +
1

𝑘
 .

Получаем равновесные значения для иг-

рока 1: (𝑝1
∗; 𝑘𝑝1

∗), для игрока 2: (−𝑝1
∗ +

1

𝑘
 ; 

1 − 𝑘𝑝1
∗).

Для удобства представления используем 

�̃�2 и �̃�2:

�̃�2 = 1 − 𝑚2 = 𝑚1, 

�̃�2 = 1 − 𝑝2 = 𝑝1 +
𝑘 − 1

𝑘
 . 

Для равновесных точек получим: 

�̃�2
∗ = 1 − 𝑚2

∗ = 𝑚1
∗  , 

�̃�2
∗ = 1 − 𝑝2

∗ = 𝑝1
∗ +

𝑘 − 1

𝑘
 .

Далее введем переменную 

𝑝𝑛 =  
1

2
(𝑝1 + �̃�2). 

Рис. 2. Пример расположения точек равновесия 

двух игроков

p;m 

m=kp 

m 

p 

p*;m*

f=pm 

𝑚1, �̃�2 

(𝑝1; 𝑚1) 
𝑚1 = �̃�2 

(𝑝1
∗;  𝑚1

∗) (�̃�2
∗;  𝑚2

∗෪ )

(�̃�2; �̃�2) 

𝑝1, �̃�2 

m=kp 
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При изменении p1 на величину ∆:  

𝑝𝑛 =
1

2
(𝑝1 + ∆ + �̃�2) = 𝑝𝑛 +

1

2
∆, 

𝑚1 = −𝑘(𝑝1 + ∆) + 𝑏 = 𝑚1 −  𝑘∆. 

Таким образом, 
𝑑𝑚1 

𝑑𝑝𝑛
= −2𝑘. Аналогично 

получаем для переменной �̃�2: 
𝑑𝑚2 

𝑑𝑝𝑛
= −2𝑘. 

Обе переменные m1 и m2 изменяются одина-

ково от переменной pn. Учитывая, что 𝑚1 +
𝑚2 = 1, следовательно, между точками p1 и 

p2 всегда находится точка pn такая, что она 

зависит только от m1. 

Так как конкуренты могут влиять на ры-

нок только изменением цены на продукцию, 

а доля рынка напрямую зависит от цены, бу-

дем считать любое изменение значений p1 и 

p2 движениями игроков 1 и 2. Так как pn за-

висит только от m1, то как бы ни двигались 

игроки 1 и 2, точка pn будет всегда нахо-

диться на прямой 𝑚1 = −𝑘𝑝𝑛 + 𝑏𝑛, при этом 

игроки не обязательно должны сразу переме-

щаться в сторону равновесного значения. 

Но, как только точка pn попадет в равновес-

ное значение на прямой 𝑚 = 𝑘𝑝, игроки 1 и 

2 также попадают в свои равновесные значе-

ния на прямой 𝑚 = 𝑘𝑝. 

Для начальных значений 𝑚10
, 𝑝10

, 𝑝20
, 

𝑝𝑛0
=

1

2
(𝑝10

+ �̃�20
) получаем: 

𝑚10
= −2𝑘𝑝𝑛0

+ 𝑏𝑛, 

𝑏𝑛 = 𝑚10
+ 2𝑘𝑝𝑛0

= 

= 𝑚10
+ 𝑘𝑝10

−  𝑘𝑝20
+ 𝑘,  

𝑚1
∗ = −2𝑘𝑝𝑛

∗ + 𝑏𝑛, 

𝑘𝑝1
∗ = −2𝑘 (𝑝1

∗ +  
𝑘 − 1

2𝑘
 ) + 𝑚10

+ 𝑘𝑝10
−

 −𝑘𝑝20
+ 𝑘. 

Равновесные значения для игроков: 

 

𝑝1
∗ =  

𝑚10
+ 𝑘𝑝10

− 𝑘𝑝20
+ 1 

3𝑘
, 

 

𝑚1
∗ =

𝑚10
 +  𝑘𝑝10

−  𝑘𝑝20
+  1

3
, 

 

𝑝2
∗ =  

−𝑚10
− 𝑘𝑝10

+ 𝑘𝑝20
+ 2

3𝑘
, 

 

𝑚2
∗ =

−𝑚10
−  𝑘𝑝10

+  𝑘𝑝20
+  2

3
 

 
Рис. 3. Пример движения игроков из точек A, B  

в положение равновесия A*, B* 

 

Пример. Рассмотрим случай, когда k = 1. 

Это означает что на каждое увеличение цены 

на 1 % фирма теряет 1 % от исходной доли 

рынка. Пусть заданы 𝑚1 = 𝑚2, 𝑝1 = 𝑝2 +  𝛾,
𝛾 >  0. Тогда равновесие достигается в точ-

ках: 

𝑝1
∗ =  

1 + 𝑚10
 +  𝑝10

−  𝑝20

3
= 

=
1 +  𝑚10

+ 𝛾 

3
=

3 + 2𝛾 

6
, 

𝑚1
∗ =  

1 + 𝑚10
+ 𝑝10

− 𝑝20

3
= 

=
1 + 𝑚10

+ 𝛾

3
=

3 + 2𝛾

6
, 

𝑝2
∗ =  

−𝑚10
− 𝑝10

+ 𝑝20
+ 2

3
=  

=  
2 − 𝑚10

− 𝛾 

3
 =  

3 − 2𝛾

6
, 

𝑚2
∗ =

−𝑚10
− 𝑝10

+ 𝑝20
+ 2 

3
=   

=
2 − 𝑚10

− 𝛾 

3
 =  

3 − 2𝛾 

6
.

𝑚1, �̃�2 

2෨∗ 

2෨  
𝑚 

𝑚∗ 

1෨  

𝑝1, �̃�2 

1෨∗⬚
 

 

2∗ 

𝑦 = 𝑘𝑥 
𝑦1 = −𝑘𝑥𝑚 + 𝑏𝑚 
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Получается, что фирма, у которой 

начальная цена была больше, в итоге полу-

чает большую часть рынка по большей цене. 

Это противоречит результату модели Бер-

трана, в которой выигрывает всегда игрок с 

наименьшей ценой. 

СЛУЧАЙ РАЗНЫХ K 

В общем случае отношение изменения 

спроса к изменению цены у конкурентов раз-

ное. Это связано, например, с разной эффек-

тивностью рекламных компаний, разным ас-

сортиментом и методами продвижения то-

вара. Каким в этом случае будет равновесное 

значение для конкурентов с коэффициен-

тами эластичности k1 и k2? 

𝑚1 = −𝑘1𝑝1 + 𝑏1, 

𝑚2 =  −𝑘2𝑝2 + 𝑏2, 

𝑚1 +  𝑚2 = 1, 𝑘1, 𝑘2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑘1 ≠ 𝑘2. 

Пусть 𝑝1
∗ – равновесное значение, тогда

положение равновесия будет достигаться 

в точке (𝑝1
∗; 𝑘1𝑝1

∗) для игрока 1, а для игрока

2 в точке (𝑝2
∗; 𝑘2𝑝2

∗) = (−𝑝1
∗ 𝑘1

𝑘2
+

1

𝑘2
; 

1 − 𝑘1𝑝1
∗).

Для равновесных значений с преобразо-

ванием получим:  

�̃�2
∗ = 𝑘1𝑝1

∗, 

�̃�2
∗ = 𝑝1

∗
𝑘1

𝑘2
+

𝑘2 − 1

𝑘2
.

Необходимо определить 𝑝𝑛. Пусть

𝑝𝑛 =
1

2
(α𝑝1 + 𝛽�̃�2). 

Тогда аналогично предыдущему случаю, по-

лучаем: 

𝑑𝑚1

𝑑𝑝𝑛1

= − 
2𝑘1

α
, 

𝑑𝑚1

𝑑𝑝𝑛2

= −
2𝑘2

β
.

Следовательно: 

2𝑘1

α
=

2𝑘2

β
.

Пусть β = cα, следовательно, 𝑐 =
𝑘2

𝑘1
 . 

Тогда 𝑝𝑛 =
1

2
(𝑝1 +  

𝑘2

𝑘1
 �̃�2). При 𝑘1 = 𝑘2

получаем 𝑝𝑛 =
1

2
(𝑝1 + �̃�2).

𝑑𝑚1

𝑑𝑝𝑛1

=
𝑑𝑚1

𝑑𝑝𝑛2

= −2𝑘1. 

Равновесные значения для игроков: 

𝑝1
∗ =  

𝑚10
+ 𝑘1𝑝10

− 𝑘2𝑝20
+ 1

3𝑘1
, 

𝑚1
∗ =  

𝑚10
+ 𝑘1𝑝10

−𝑘2𝑝20
+ 1

3
,

𝑝2
∗ =  

−𝑚10
− 𝑘1𝑝10

+ 𝑘2𝑝20
+ 2

3𝑘2
,

𝑚2
∗ =

−𝑚10
− 𝑘1𝑝10

+ 𝑘2𝑝20
+ 2

3
.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Применение коэффициента эластичности 

позволяет достаточно простым способом и 

без введения дополнительных критериев по-

лучить равновесие в задаче Бертрана. Приве-

дены формулы, указывающие положение 

равновесия относительно начальных усло-

вий. Модель может быть расширена как вве-

дением более сложных зависимостей для ко-

эффициентов эластичности разных игроков, 

так и введением третьего участника. В прак-

тическом смысле наличие устойчивого рав-

новесия позволяет объяснить следующее яв-

ление. Регулярно компании пытаются увели-

чить свою долю рынка путем демпинга. В не-

которых случаях прекращение демпинга и 

попытка вернуться к прежним нормам при-

были приводят компанию к той же доле 

рынка, которая была до начала демпинга. 

Предлагаемая модель показывает, что по-

добное может происходить не из-за каких-то 

необъяснимых явлений или ошибочных дей-

ствий, а имеет вполне строгое объяснение 

в рамках теории игр. 
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