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Аннотация. В статье рассматривается задача предварительной обработки информации о заготовках, ре-
шаемая при нерегулярном фигурном раскрое плоского материала на основе резки материалов с исполь-
зованием лазерного, газового и т. д. инструмента. При резке должен быть учтен диаметр луча соответ-
ствующего инструмента, что приводит к необходимости построения плана раскроя не исходных конту-
ров заготовок, а таких контуров, в которых будет заложен «запас» на диаметр режущего луча. Одним 
из наиболее применяемых методов в задачах проектирования изделий, состоящих из плоских деталей, 
является полигональная аппроксимация контуров заготовок, т. е. задание их в виде совокупности отрез-
ков прямых и дуг окружностей. Таким образом, возникает задача построения контура, находящегося 
на определенном расстоянии от границ контура заготовок. В данной работе приводится алгоритм по-
строения квазиэквидистанты для заданного контура, основанный на отбрасывании тех частей линий эк-

видистанты, которые попадают в отсекающие их прямоугольники и окружности.  

Ключевые слова: фигурный нерегулярный раскрой плоского материала (ICSP); построение пути режу-
щего инструмента; эквидистанта; квазиэквидистанта.  

 

ВВЕДЕНИЕ  

Для изготовления заготовок и деталей из листовых материалов в последние годы всё чаще 

используют машины фигурной резки с числовым программным управлением (ЧПУ). Различ-

ные технологии фигурной листовой резки предполагают, что для сохранения требуемой гео-

метрии детали траектория движения режущего инструмента не совпадает с граничным конту-

ром детали, а задается некоторой эквидистантой этого контура [1]. 

Построение эквидистанты является ключевым этапом при расчете пути режущего инстру-

мента [2], производимом CAM-системами. 

Существуют 2 способа расчета пути режущего инструмента: 

• аппаратно-программный; 

• программный. 

Аппаратно-программный метод используется на станках с численно-программным управ-

лением (ЧПУ). При этом на программном уровне задаются контур детали, траектории подхода 

и отхода инструмента. При таком способе необходимо задавать коррекцию режущего инстру-

мента относительно контура детали.  Существуют левая, правая коррекции и подход без кор-

рекции, когда центр режущего инструмента движется по контуру детали. Так как не все станки 

с ЧПУ имеют возможность задания коррекции, то возникла необходимость решения этой за-

дачи на программном уровне. 

 Программный способ построения пути режущего инструмента основан на алгоритме по-

строения эквидистанты к контуру [3]. В связи с тем, что для генерации плана раскроя исход-

ных заготовок должен учитываться диаметр режущего инструмента, задача построения экви-

дистанты должна решаться раньше расчета пути в CAM-системах, т. е. программным спосо-

бом. 
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Определение. Эквидистантой для заданного контура является геометрическое место то-

чек, равноотстоящих по нормали от исходного контура на некоторое заданное расстояние. 

Если расстояние отрицательное, то эквидистанта проходит внутри контура, если положитель-

ное – снаружи.  

Так как исходный контур состоит из сегментов – отрезков прямых и дуг окружностей, 

то и эквидистанта должна строиться также посегментно. При этом может возникнуть следую-

щая проблема (Рис. 1, а): сегменты, из которых состоит эквидистанта, будут пересекаться. От-

сюда, в свою очередь, возникает необходимость отсечения частей сегментов эквидистанты. 

Эквидистанту к контуру, у которой удалены части сегментов, не удовлетворяющие определе-

нию, будем называть квазиэквидистантой (рисунок 1Рис. 1, б).   

 

   
         а                                                                       б 

Рис. 1 Эквидистанта и квазиэквидистанта 

Таким образом, можно поставить следующую задачу: задан контур, состоящий из отрез-

ков прямых и дуг окружностей, и к нему требуется построить квазиэквидистанту. Тогда задача 

будет заключаться в построении эквидистанты к сегментам контура и в отсечении частей сег-

ментов эквидистанты, которые не удовлетворяют определению. 

СТРУКТУРА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ  

1.  Посегментное построение эквидистанты. 

 1.1  Определение внутренней и внешней сторон контура. 

 1.2  Вычисление координат граничных точек сегментов эквидистанты. 

 1.3  Вычисление дуги эквидистанты для двух смежных сегментов контура. 

2.  Построение квазиэквидистанты. 

 2.1  Определение внутренней области эквидистанты. 

 2.2  Нахождение пересечения двух сегментов эквидистанты. 

 2.3  Отсечение частей сегментов эквидистанты, попадающих во внутреннюю 

область эквидистанты. 

3.  Идентификация контуров квазиэквидистанты. 

ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА РЕШЕНИЯ 

1. Посегментное построение эквидистанты 

1.1. Определение внутренней и внешней сторон контура 

Рассмотрим сначала эту задачу на примере простого многоугольника. Допустим, имеется 

последовательность точек (вершин) Trace [], последовательно соединяя которые, можно полу-

чить многоугольник (рисунок 2).  
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Для удобства условимся отождествлять точку многоугольника Trace [i] и его ребро 

(Trace [i], Trace [i + 1]).  

 

 
 

Рис. 2  Точки, ребра и углы наклона ребер многоугольника 

Для каждого такого ребра определим понятие угол наклона к положительной полуоси Х. 

Найти эти углы можно, например, используя скалярное произведение векторов: 

2211)cos(*** babababa +==  , 

где  – угол между векторами a и b.  

Выразив )cos( , получим: 

𝑐𝑜𝑠( 𝜙) =
𝑎1𝑏1+𝑎2𝑏2

|𝑎|∗|𝑏|
. 

Сумма внутренних углов многоугольника равна (кол-во сторон – 2)×180°.                      (1)  

Далее находим сумму углов между сторонами многоугольника – пары  

((Trace [i + 1], Trace [i]), (Trace [i + 1], Trace [i + 2])). 

Если эта сумма превосходит величину (1), следовательно, получили сумму внешних углов 

многоугольника.  

Если же сумма углов между сторонами многоугольника равна величине (1), то сумму 

внутренних углов.  

Так как исходный контур состоит не только из отрезков прямых, но и из дуг окружностей, 

то для того, чтобы определить направление обхода контура дуги необходимо аппроксимиро-

вать. 

Аппроксимация дуг отрезками 

Дуги в общем случае достаточно аппроксимировать двумя-тремя отрезками. Но могут 

быть и исключения, т. к. в некоторых случаях многоугольник может получиться с самопере-

сечением сторон, что необходимо проверять дополнительно. Эта задача не рассматривается 

в данной статье. После аппроксимации дуг отрезками требуется решить рассматриваемую за-

дачу для полученного многоугольника.  

1.2. Вычисление координат граничных точек сегментов эквидистанты 

Координаты точек отрезка эквидистанты для отрезка контура будут иметь вид: 

для углов наклона 0 ≤ 𝜙 < 90 и 270 ≤ 𝜙 < 360 

𝐸𝑝𝑥 = 𝑥 − Dist sin( 𝜙), 
𝐸𝑝𝑦 = 𝑦 + Dist cos( 𝜙); 

(1) 

для углов наклона 90 ≤ 𝜙 < 180 и 180 ≤ 𝜙 < 270 
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𝐸𝑝𝑥 = 𝑥 + Dist sin( 𝜙), 
𝐸𝑝𝑦 = 𝑦 − Dist cos( 𝜙). 

(2) 

Дуга изменяется в размерах r + Dist, где Dist = d или – d в зависимости от того, как прохо-

дит эквидистанта – внутри или снаружи контура. 

1.3. Вычисление дуги эквидистанты для двух смежных сегментов контура 

Для того чтобы соблюдалось определение эквидистанты, необходимо чтобы в «углах» 
контура расстояние тоже было равноудаленным. Это легко получить, если дополнить 
эквидистанту дугами. 

Для добавления дуг достаточно задать радиус, равный величине расстояния до экви-
дистанты, и в качестве начальной и конечной точек дуги взять точки от соседних ребер. 

2. Построение квазиэквидистанты 

2.1. Определение внутренней области эквидистанты 

Квазиэквидистанту составят те части отрезков прямых и дуг окружностей, которые 

не войдут (частично или полностью) в отсекающую область (Рис. 3).  

 

 

Рис. 3  Отсекающая область эквидистанты 

2.2. Нахождение пересечения двух сегментов эквидистанты 

Так как исходный контур состоит из дуг и отрезков, то для отсечения нам надо научиться 

находить точки пересечения двух сегментов следующего вида: 

1. «Отрезок–Отрезок». 

2. «Дуга (Окружность) — Дуга». 

3. «Отрезок — Дуга (Окружность)». 

Пересечение «Отрезок–Отрезок» 

Пересечение двух отрезков можно найти, используя их параметрическое представление. 

Тогда мы получим: 

 

=
(𝑦1 − 𝑦3)(𝑥4 − 𝑥3) − (𝑥1 − 𝑥3)(𝑦4 − 𝑦3),

(𝑦4 − 𝑦3)(𝑥2 − 𝑥1) − (𝑥4 − 𝑥3)(𝑦2 − 𝑦1)
 , 

 

(3) 
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𝑡2 =
(𝑦3 − 𝑦1)(𝑥2 − 𝑥1) − (𝑥3 − 𝑥1)(𝑦2 − 𝑦1)

(𝑥4 − 𝑥3)(𝑦2 − 𝑦1) − (𝑦4 − 𝑦3)(𝑥2 − 𝑥1)
 . 

Если 0 ≤ t1 ≤ 1 и 0 ≤ t2 ≤ 1, то отрезки пересекаются. 

Пересечение «Отрезок–Окружность» 

Пусть отрезок задан точками с координатами (x1; y1) (x2; y2), а окружность задана коорди-

натами центра (a; b) и радиусом R. 

Запишем параметрическое уравнение прямой и уравнение окружности 

𝑥 = 𝑥1 + (𝑥2 − 𝑥1)𝑡 , 
𝑦 = 𝑦1 + (𝑦2 − 𝑦1)𝑡 , 
(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑅2 . 

(4) 

Подставим уравнение прямой в уравнение окружности и введем следующие обозначения 

𝐴 = (𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 , 
𝐵0 = 2((𝑥1 − 𝑎)(𝑥2 − 𝑥1) + (𝑦1 − 𝑏)(𝑦2 − 𝑦1)) , 

𝐶 = (𝑥1 − 𝑎)2 + (𝑦1 − 𝑏)2 − 𝑅2 . 

(5) 

Таким образом, мы получили самое обыкновенное квадратное уравнение вида 

02 =C+Bt+At , решив которое относительно t мы сможем найти точки пересечения отрезка 
и окружности. 

Так как отрезок имеет конечную длину, то нас устроят те значения t1 и t2, которые лежат 
в диапазоне от 0 до 1. 

 

 
 

Рис. 4  Определение принадлежности точки дуге 

Эти точки нужно проверить на принадлежность обеим дугам (рисунок 4). Проверку можно 

осуществить следующим образом: 

1. Вычисляем углы начала (αB) и конца дуги (αA) от оси Ox. 

2. Вычисляем углы точек пересечения от оси Ox (αC и αD). 
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3. Проверяем, если αB ≤ αC ≤ αA, то точку можно занести в результат. 

Пересечение «Дуга (Окружность) — Дуга» 

Рассмотрим задачу пересечения двух окружностей (рисунок 5). 

 
 

Рис. 5  Определение пересечения двух окружностей 

Эту задачу можно решить двумя подходами: 

1. Используя каноническое уравнение окружности. 

2. Рассмотрев 2 треугольника 𝑃0𝑃2𝑃3 и 𝑃1𝑃2𝑃3 (рисунок 5). 

Рассмотрим первый подход. 

Запишем уравнение окружности в следующем виде: 

(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑅2, 

где (a; b) – центр окружности, R – радиус.  

(6) 

Для удобства решения сдвинем первую дугу в центр координат и составим систему урав-

нений для нахождения точки пересечения дуг и решим ее: 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2, 
(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟2. 

Раскроем скобки и вычтем второе уравнение из первого. Получим следующее уравнение: 

2𝑥𝑎 + 2yb − 𝑎2 − 𝑏2 = 𝑅2 − 𝑟2 ⇒ 𝑥𝑎 + 𝑦𝑏 =
𝑅2 − 𝑟2 + 𝑎2 + 𝑏2

2
 . (7) 

Обозначим через 𝐶 =
𝑅2−𝑟2+𝑎2+𝑏2

2
, тогда формула (7) превратится в следующую формулу 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝐶. (8) 

Получившееся уравнение – это уравнение прямой, проходящей через две точки пересече-

ния окружностей дуг, одна из которых сдвинута в центр координат.  

Тогда эта задача сводится к задаче нахождения пересечения отрезка и дуги окружности. 

Рассмотрим второй подход. 

Нужно найти пару точек P3 пересечения, если они существуют. 

Для начала найдем расстояние между центрами окружностей. 

𝑑 = |𝑃1 − 𝑃0|. 
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Проверим, если 𝑑 > 𝑟0 + 𝑟1, тогда решений нет: круги лежат отдельно. 

Аналогично в случае, когда 𝑑 < |𝑟0 − 𝑟1|– решений нет, так как одна окружность находится 

внутри другой. 

Рассмотрим два треугольника 𝑃0𝑃2𝑃3 и 𝑃1𝑃2𝑃3. Составим 2 уравнения: 

𝑎2 + ℎ
2 = 𝑟0

2,                                          (10) 

𝑏2 + ℎ
2 = 𝑟1

2.                                               (11) 

Используя равенство 𝑑 = 𝑎 + 𝑏, мы можем разрешить относительно a:  

𝑎 =
𝑟0

2−𝑟1
2+𝑑2

2𝑑
 . 

Решим относительно h, подставив выражение для a в уравнение (10):  

ℎ
2 = 𝑟0

2 − 𝑎2. 

Итак, 

𝑃2 = 𝑃0 +
𝑎(𝑃1−1−𝑃0)

𝑑
 .                                                               (12) 

Таким образом, получаем координаты точек P3 = (x3, y3): 

𝑥3 = 𝑥2 ±
ℎ(𝑦1−𝑦0)

𝑑
;   𝑦3 = 𝑦2 ±

ℎ(𝑥1−𝑥0)

𝑑
. (9) 

Найденные точки проверяем на принадлежность обеим дугам ( 

Рис. ). 

Проведем сравнение рассмотренных двух подходов. В первом случае приходится решать 

дополнительную задачу – определение пересечения «Отрезок–Окружность». Так как алгоритм 

построения эквидистанты ориентирован для реализации на ЭВМ, то дополнительные вычис-

ления могут сказаться на быстродействии, особенно если контур состоит из большого числа 

сегментов. Для контуров, состоящих из малого количества сегментов, такая проблема не яв-

ляется актуальной, и поэтому задачу о пересечении двух дуг можно решать любым способом. 

2.3. Отсечение частей сегментов эквидистанты, попадающих во внутреннюю 

область эквидистанты 

После того как мы нашли точки пересечения сегмента эквидистанты с другими сегмен-

тами, нужно отсечь те части сегментов, которые лежат во внутренней области. Рассмотрим 

алгоритм на примере отрезка. 

Пусть T – массив параметров пересечения отрезка с остальными сегментами эквидистанты. 

1. В массив T добавляем параметр 0 и 1. 

2. Сортируем по возрастанию. 

3. Составляем отрезок с концами P(Ti) и P(Ti+1). 

i = 1, …, n – 1, n — размер массива T. 

4. Находим среднюю точку этого отрезка 

𝑃 =
𝑃(𝑇𝑖) + 𝑃(𝑇𝑖+1)

2
. 

5. Проверяем на принадлежность P элементарному контуру.  

6. Если P принадлежит элементарному контуру, то отрезок с концами P(Ti) 

и P(Ti+1) отсекаем. 

Алгоритм аналогичен и для дуг. Только на первом шаге добавляем интервалы параметров 

дуги. 

Рассмотрим случаи, когда точка принадлежит внутренней области эквидистанты. 
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Взаимное расположение точки и выпуклого четырехугольника 

Если точка находится внутри четырехугольника, то сумма углов, образованных этой точ-

кой с вершинами прямоугольника, будет равна 360°, если снаружи, то меньше 360°. 

Взаимное расположение точки и кругового сектора 

Точка С принадлежит круговому сектору, если длина OC меньше радиуса, и угол наклона 

вектора OC к оси Ox принадлежит параметрам дуги. 

Взаимное расположение точки и части кольца 

Точка принадлежит части кольца, если точка принадлежит круговому сектору с большим 

радиусом, но не принадлежит круговому сектору с меньшим радиусом. 

Взаимное расположение точки и окружности 

Точка принадлежит окружности, если расстояние между центром окружности и этой точ-

кой меньше радиуса. 

3. Идентификация контуров квазиэквидистанты 

Полученная квазиэквидистанта может представлять собой несколько контуров, поэтому 

может возникнуть необходимость их идентификации. Это можно сделать следующим обра-

зом: взять любой сегмент квазиэквидистанты и для всех остальных сегментов проверить, сов-

падает ли конец текущего сегмента с началом или концом проверяемого сегмента: 

⚫ если да, то провести аналогичную процедуру для всех оставшихся сегментов;  

⚫ если нет, значит, мы получили замкнутый контур.  

Аналогично находятся все контура полученной квазиэквидистанты. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В статье рассматривался метод построения эквидистанты к контуру, состоящему из отрез-

ков прямых и дуг окружностей. Идея метода состоит в последовательном построении эквиди-

станты к каждому сегменту контура и последующему отсечению тех частей сегментов экви-

дистанты, которые не удовлетворяют определению. 

На практике этот метод может быть применен для решения задачи построения карт раскроя 

плоского материала на фигурные заготовки с учётом диаметра режущего луча/инструмента. 

На рисунке 6 показана эквидистанта, проходящая внутри контура и построенная по выше-

описанному методу. 

 
 

Рис. 6 Эквидистанта, проходящая внутри контура 
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segments and circular arcs). Thus, the task of constructing an equidistant contour arises. This paper presents an algorithm for 
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