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ОСОБЕННОСТИ ЗАДАЧ-ТРИПЛЕТОВ В ЗАДАЧЕ УПАКОВКИ 

А.  Р.  УСМА Н О ВА ,  Ю.  И.  ВА ЛИА Х МЕТ О ВА  

Аннотация. Современный период развития производственных технологических процессов характеризу-
ется оптимизацией этапов жизненного цикла продукции, обусловленной динамически изменяющимся 
ассортиментом и номенклатурой изделий при ужесточении требований к себестоимости продукции. 
В этих условиях актуальным является решение оптимизационных задач упаковки и раскроя. Рассматри-
вается одномерная задача упаковки – Bin Packing Problem, являющаяся NP-трудной. Данная статья по-
священа особенностям применения простых эвристических алгоритмов упаковки к задачам специаль-
ного типа – триплетам и сравнение с обычными равномерными задачами. Рассматривается алгоритм, 
представляющий собой недетерминированную версию простейшего алгоритма «первый подходящий». 
В предлагаемом алгоритме очередной предмет из отсортированного по убыванию списка предметов 
помещается в самый заполненный подходящий контейнер с заданной вероятностью. Под триплетами 
понимаются задачи, в которых все веса предметов близки к трети веса контейнера. С одной стороны, 
известно, что такие задачи являются достаточно сложными, с другой – в численном эксперименте ис-
пользовались задачи из электронной библиотеки с заранее известным оптимальным значением целе-
вой функции. Авторами продемонстрировано существенно разное поведение алгоритма при решении 
задач-триплетов и обычных (т. н. равномерных задач). В вычислительном эксперименте показано, что 
если для равномерных задач стратегия «первый подходящий» позволяет добиться результатов близких 
к оптимальному, то для триплетов это не так. В случае триплетов качество решения улучшается обратно 
пропорционально вероятности применения правила «первый подходящий». Кроме того, в вычислитель-
ном эксперименте продемонстрировано усиление описанного эффекта при увеличении числа запуска 

задач.  

Ключевые слова: задачи-триплеты, раскрой, упаковка, оптимизация, эвристический, эксперимент.  
 

ВВЕДЕНИЕ 

Как известно, задачи упаковки и раскроя относятся к классу целочисленных задач матема-

тического программирования. Классические методы линейного программирования решения 

задач упаковки и раскроя, успешно применяемые в условиях массового производства, в усло-

виях единичного производства трудно применимы. 

Пусть задано множество L = {w1, w2, …, wn} весов предметов и число C – вместимость 

контейнера. В задаче упаковки требуется найти разбиение L на минимальное число таких не-

пересекающихся подмножеств, что сумма весов предметов в каждом не превосходит С. Дока-

зано, что эта задача является NP-трудной [1]. Приведем одну из математических формулиро-

вок оптимизационной задачи [2]. 

Задача 1. Заданы множество L = {w1, w2, …, wn} весов предметов и n контейнеров емко-

сти С. Сопоставим каждый предмет одному контейнеру таким образом, чтобы вес предметов 

в каждом контейнере не превышал число С и число использованных контейнеров было мини-

мальным. Полагаем, что контейнер, которому сопоставлен хотя бы один предмет, использу-

ется, в противном случае он не используется.  

𝑦𝑖 ∈ {0,1}, 𝑖 ∈ 𝑁 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, 

где                                                            𝑦𝑖 = {
1, если контейнер 𝑖 используется,

0,     иначе;
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𝑥𝑖𝑗 ∈ {0,1}, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁, 

где                                                           𝑥𝑖𝑗 = {
1, если предмет 𝑖 сопоставлен 

котнейнеру 𝑗,
0, иначе.

 

Минимизировать 𝑧 = ∑ 𝑦𝑗
𝑛
𝑗=1 , при условиях, что ∑ 𝑦𝑗𝑥𝑖𝑗𝑤𝑖 ≤ 𝐶, ∀𝑗 ∈ 𝑁𝑛

𝑖=1  и ∑ 𝑥𝑖𝑗 = 1,𝑛
𝑖=1

∀𝑗 ∈ 𝑁. 

Описание тестовых задач. Для экспериментов использовались 8 тестовых наборов задач 

из электронной OR-библиотеки, предложенных Фолкнером [5], в каждом наборе имеются 20 

случайным образом сгенерированных задач, объединенных общими характеристиками исход-

ных данных. В таблице 1 приведены эти характеристики для каждого набора. Здесь в ко-

лонке 1 — номер тестового набора, в колонке 2 — число предметов n, в колонке 3 — емкость 

контейнера C, в колонке 4 — интервал, содержащий веса предметов. 

 
Таблица 1  

Характеристики тестовых задач 

№ n C Интервал 

1 2 3 4 

1 120 150 [20,100] 

2 250 150 [20,100] 

3 500 150 [20,100] 

4 1000 150 [20,100] 

5 60 100.0 [20.0,50.0] 

6 120 100.0 [20.0,50.0] 

7 249 100.0 [20.0,50.0] 

8 501 100.0 [20.0,50.0] 

 

Данные тестовые задачи являются достаточно сложными, и решения, получаемые про-

стыми эвристическими алгоритмами, в большинстве случаев далеки от оптимального. 

Как указал Вэшер [6], основными факторами, делающими задачу «трудной», являются:  

• размерность задачи; 

• среднее значение весов предметов по отношению к емкости контейнера; 

• величина интервала, содержащего веса предметов. 

Число предметов в данных задачах достаточно велико, чтобы с уверенностью считать те-

сты сложными. По сравнению с тестами Мартелло и Тота [2] или Шверина и Вэшера [6] здесь 

предложены задачи с гораздо большей размерностью n = 500 и n = 1000, тогда как в отмечен-

ных работах рассматривались задачи с максимальной размерностью n = 200. 

Задача является тем сложнее, чем ближе среднее значение весов предметов к трети кон-

тейнера и меньше интервал весов предметов. Последние 4 тестовых набора относятся к так 

называемым триплетам и считаются очень сложными.  

Для всех задач известны решения, полученные Фолкнером с помощью генетического ал-

горитма. Почти во всех случаях эти решения являются заведомо оптимальными, так как сов-

падают с нижней границей 𝑁0 = ⌈∑
𝑤𝑖

𝐶

𝑛
𝑖=1 ⌉. 

Авторами были проведены численные эксперименты, в которых в качестве оценки реше-

ния, получаемого алгоритмом, используется среднее для 20 задач из какого-либо набора от-

клонение от наилучшего известного решения. Для того, чтобы дать представление о величине 

относительного отклонения и для характеристики задач в целом в таблице 2 приведены сред-

ние для каждого набора значения, полученные Фолкнером, т. е. значения целевой функции – 

число контейнеров. Для триплетов из одного набора число контейнеров одинаково, так как эти 

тестовые задачи были сгенерированы так, чтобы в оптимальном решении каждому контейнеру 
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были сопоставлены ровно три предмета. Для других же наборов оптимальные решения разных 

задач могут отличаться на несколько (<= 10) контейнеров друг от друга. 

 
Таблица 2  

Средние значения наилучшего известного числа контейнеров в тестовых задачах  

Номер тестового набора Среднее число контейнеров 

1 49,150 

2 101,700 

3 201,200 

4 400,550 

5 20,000 

6 40,000 

7 83,000 

8 167,000 

 

АЛГОРИТМ RPP 

Известно множество простых эвристических алгоритмов для решения задачи упаковки – 

так называемые алгоритмы Any Fit — первый подходящий, наилучший подходящий, худший 

подходящий, кроме того, семейство групповых алгоритмов и множество иных. Опишем ши-

роко используемый алгоритм FFD: каждый предмет из отсортированного по невозрастанию 

веса списка предметов сопоставляется контейнеру с наименьшим индексом с подходящей 

остаточной емкостью. В случае отсутствия такого контейнера заводится новый контейнер. Ав-

торы здесь рассматривают недетерминированный алгоритм – «случайная перестановка с па-

раметром» (RPP, Random Permutation with Parameter). Этот и похожие алгоритмы были по-

дробно описаны в работах [7, 8]. Приведем здесь только краткое описание. Алгоритм форми-

рует некоторую случайную последовательность номеров предметов и затем применяет к ней 

алгоритм FF. Сначала предметы сортируются в порядке невозрастания их весов. Затем в про-

цессе упаковки, рассматривая очередной предмет, алгоритм сравнивает заданный параметр p 

со значением псевдослучайной величины, равномерно распределенной на [0,1]. Предмет будет 

упакован только в том случае, если параметр p больше этой случайной величины. Процесс 

продолжается до тех пор, пока все предметы не будут упакованы. 

Опишем схему работы алгоритма RPP c параметром 𝑝 ∈ (0; 1] – вероятности, с которой 

очередной предмет будет упакован. Предполагается, что заданы исходные данные (задача 1), 

предметы упорядочены по невозрастанию весов, m – число упакованных предметов. 

Алгоритм RPP (p) 

1. Положить m = 0. 

2. Для i от 1 до n повторять шаг 3 

3. если i-й предмет еще не упакован, то 

если p, то 

3.1 упаковать предмет по правилу FFD. 

3.2 m = m + 1. 

4.  если m < n, то шаг 2, 

иначе стоп. 

Поскольку параметр p не зависит от размерности задачи, временная сложность алгоритма 

совпадает со сложностью FFD и равна O (n log n). 

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

Целью данного эксперимента являлось выяснение качества работы алгоритма «случайная 

перестановка с параметром» (RPP) в зависимости от параметров p – вероятности упаковки 
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предмета на очередном шаге и k – числа запусков алгоритма. Значения k принимались рав-

ными 10, 100 и 1000. Значения параметра p брались от 0,05 до 1,00 с шагом 0,05. В качестве 

оценки качества алгоритма рассматривалось для каждой задачи абсолютное отклонение зна-

чения целевой функции z от известного наилучшего значения z* 𝑎𝑣𝑖 = 𝑧 − 𝑧𝑖
∗, 𝑖 = 1. .20.  

На диаграммах (рисунки 1–4) по оси абсцисс отложены значения параметра p, а по оси 

ординат – среднее для 20 задач отклонение 𝑎𝑣̅̅̅̅ =
1

20
∑ 𝑎𝑣𝑖

20
𝑖=1 . 

 

 

 

Рис. 1 Среднее абсолютное отклонение значения целевой функции RPP от оптимума. Тестовый набор 1 

0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,55 0,6 0,65 0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 1

k=10 2,3 2,15 1,85 1,8 1,35 1,4 1,3 1,3 1,15 1 1 0,95 0,75 0,9 0,75 0,8 0,75 0,7 0,7 0,6

k=100 1,9 1,7 1,5 1,4 1,2 1,05 1 0,9 0,9 0,8 0,8 0,75 0,65 0,75 0,6 0,7 0,55 0,45 0,55 0,6

k=1000 1,65 1,4 1,2 1,15 1 0,9 0,85 0,8 0,8 0,8 0,75 0,75 0,65 0,55 0,4 0,5 0,4 0,3 0,35 0,6
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Рис. 2 Среднее абсолютное отклонение значения целевой функции RPP от оптимума. Тестовый набор 4 
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Пунктирной горизонтальной линией на диаграмме отмечено значение целевой функции 

при решении задачи методом FFD. Таким образом, точки лежащие выше этой прямой озна-

чают решения худшие, чем решения FFD, а лежащие ниже – решения, превосходящие реше-

ния FFD. В данной работе для демонстрации существенного различия поведения алгоритма 

при решении равномерных задач (тестовые наборы 1–4) и триплетов (наборы 5–8) приведены 

не все диаграммы, а только диаграммы для наборов 1, 4, 5 и 8. Качественно картина для осталь-

ных наборов остается такой же. 

0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,55 0,6 0,65 0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 1

k=10 19,799 20,899 21,5 22 21,95 21,7 21,799 22,549 22,649 22,5 22,6 22,649 22,649 22,95 23 23,49 23 23,1 23 23,2

k=100 18,5 19,95 21,49 21,49 21,5 21,549 21,75 22,1 22,49 22,25 22,2 22,299 22,399 22,5 22,399 22,6 22,75 22,95 22,95 23,2

k=1000 17,85 19,45 20,35 20,75 21,2 21,299 21,5 21,799 21,95 22,49 22,149 22,149 22,25 22,35 22,35 22,5 22,5 22,7 22,899 23,2

17

18

19

20

21

22

23

24

Рис. 4 Среднее абсолютное отклонение значения целевой функции RPP от оптимума. Тестовый набор 8

 

Рис. 3 Среднее абсолютное отклонение значения целевой функции RPP от оптимума. Тестовый набор 5. 
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Как видно из приведенных диаграмм, качество решений алгоритма RPP прямо пропорци-

онально числу запусков k для всех тестовых наборов. Зависимость эффективности алгоритма 

от второго параметра p, очевидно, существенно разная для тестовых наборов 1–4 и наборов 

триплетов 5–8. 

Если для первых наилучшие значения отклонения от оптимума получаются при 

p(0,8; 0,95) и чем меньше значение p, тем хуже результат работы алгоритма, то для триплетов 

все как раз наоборот. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Как видно из приведенных результатов, равномерные задачи и задачи триплеты являются 

существенно разными. В частности, можно без преувеличений сделать следующий вывод – 

для равномерных задач привнесение стохастики хотя и дает положительный эффект по срав-

нению с алгоритмом FFD, но он не столь велик, как для задач-триплетов. Алгоритм FFD в це-

лом плохо приспособлен для получения близких к оптимальному решений для задач-трипле-

тов. В задачах-триплетах чем меньше вероятность предмету быть упакованным по правилу 

FFD, тем лучше значение целевой функции. При этом при увеличении размерности задачи 

данный эффект проявляется сильнее.  

Наилучшие значения среднего отклонения достигаются при весьма малых значениях 

p(0,05; 0,30) и при возрастании p эффективность алгоритма ухудшается. Кроме того, инте-

ресным является тот факт, что на первых четырех тестах алгоритм RPP получает решения 

хуже, чем FFD при p < 0,5–0,7, а при решении триплетов решения RPP всегда лучше. C учетом 

вышесказанного ясно, что значение p надо выбирать, исходя из характеристик исходной за-

дачи. 
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Title: Features of Triplet Problem in the Packaging Problem. 

Abstract: The modern period of development of production technological processes is characterized by the optimization 
of the stages of the product life cycle, due to the dynamically changing assortment and product range with stricter 
requirements for the cost of production. In these conditions, the solution of optimization problems of packing and 
cutting is actual. The one–dimensional Bin Packing Problem, which is NP-hard, is considered. This article is devoted 
to the peculiarities of applying simple heuristic packing algorithms to problems of a special type – triplets and 
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comparison with ordinary uniform problems. The algorithm is considered, which is a non-deterministic version of 
the simplest algorithm "the first fit". In the proposed algorithm, the next item from the list of items sorted in descending 
order is placed in the most filled fit container with a given probability. Triplets are understood as tasks in which all 
the weights of objects are close to a third of the weight of the container. On the one hand, it is known that such problems 
are quite complex, on the other hand, problems from an electronic library with a pre-known optimal value of 
the objective function were used in the numerical experiment. The authors have demonstrated significantly different 
behavior of the algorithm when solving problems-triplets and ordinary (so-called uniform problems). In a computational 
experiment, it is shown that if for uniform problems the "first suitable" strategy allows achieving results close to optimal, 
but this is not true for triplets. In the case of triplets, the quality of the solution improves inversely proportional to 
the probability of applying the "first suitable" rule. In addition, the computational experiment demonstrated 
the amplification of the described effect with an increase in the number of task launches. 

Key words: triplet tasks, cutting, packing, optimization, heuristic, experiment. 
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