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Аннотация. Рассматриваются подходы и методики разработки алгоритмов решения оптимизационных 
задач геометрического размещения. Большинство проблем подобного рода относятся к классу задач 
раскроя-упаковки и имеет не полиномиальную сложность. Дан обзор технологий разработки новых ал-
горитмов: послойной, уровневой, безуровневой, блочной, матричной технологии, а также технологии на 
основе специальных геометрических структур. Приведены примеры. Предложены алгоритмы локаль-
ного поиска оптимума на основе блочной и матричной технологии. Рассмотрен вариант развития мат-
ричной технологии – использование для решения задачи размещения многоугольных ортогональных 
фигур внутри сложной области. 
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 ВВЕДЕНИЕ 

Исследование технологических процес-
сов в различных отраслях промышленности 
показывает, что многие из этапов заготови-
тельного производства связаны с раскроем и 
размещением деталей с учетом геометриче-
ских особенностей [1]. Эти процессы явля-
ются очень важными с точки зрения эконо-
мии ресурсов и сложными для принятия ре-
шений. В качестве примеров можно назвать 
оптимизацию процессов проектирования: 
рационального раскроя материалов, гене-
ральных планов промышленных предприя-
тий, цифровой аппаратуры, систем воздуш-
ного и космического наблюдения, систем 
безопасности, систем освещения, агротехни-
ческих систем, систем сотовой связи и дру-
гих [2, 3]. Большинство задач геометриче-
ского размещения являются NP-трудными, 
т. е. для их оптимального решения не из-
вестны алгоритмы полиномиальной сложно-
сти. Поэтому процесс разработки   методов    
и алгоритмов решения подобных задач
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является актуальным. В данной статье 
приводится обзор технологий для разра-
ботки новых алгоритмов решения 
различных задач геометрического 
размещения. 

МНОГООБРАЗИЕ ЗАДАЧ ГЕОМЕТРИ-
ЧЕСКОГО РАЗМЕЩЕНИЯ 

Задачи геометрического размещения 
представляют собой важную технологиче-
скую проблему, оптимальное решение кото-
рых позволяет минимизировать расход име-
ющихся ресурсов. Общим для задач этого 
класса является наличие двух групп объек-
тов. Между элементами этих групп устанав-
ливается и оценивается соответствие. Пере-
чень геометрических свойств заготовок и ма-
териала может дополняться и учитываться в 
математической модели некоторыми физи-
ческими и/или экономическими показате-
лями. Подробная классификация основных 
моделей задач приведена в [1, 3, 4]. 

19-07-00780. 
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ТЕХНОЛОГИИ КОНСТРУИРОВАНИЯ 
РЕШЕНИЙ 

Увеличение объема обрабатываемой ин-
формации при решении задач геометриче-
ского размещения диктует необходимость в 
разработке и использовании эффективных 
эвристических методов и алгоритмов, учи-
тывающих прикладные ограничения. Под 
эффективностью надо понимать как возмож-
ность получения оптимального решения, так 
и быстроту получения рационального реше-
ния. Анализ существующих алгоритмов поз-
волил выделить общие подходы при разра-
ботке новых алгоритмов, т.е. технологии 
конструирования решений. Под технологией  
будем понимать способ конструирования ре-
шений на основе базовой идеи, позволяю-
щий создавать варианты алгоритмов с общей 
структурой. Рассмотрим следующие виды 
технологий: послойная; уровневая; безуров-
невая; блочная; матричная; на основе специ-
альных геометрических структур.  

ПОСЛОЙНАЯ ТЕХНОЛОГИЯ 

Рассмотрим способ конструирования ре-
шений послойной технологии на примере ба-
зовой задачи прямоугольной упаковки.  

Задача упаковки прямоугольников в по-
лосу (2 Dimensional Strip Packing Problem, 
2DSP). Заданы размеры прямоугольников 
(предметов) и один из размеров полосы, 
например, ширина W, второй – длина – явля-
ется переменным. Требуется найти упаковку 
прямоугольников в полосу минимальной 
длины L.  

За основу послойных алгоритмов прини-
мается принцип размещения прямоугольни-
ков группами, составляющими полосы 
(слои). Стратегия состоит в последователь-
ном выполнении идентичных шагов, каждый 
из которых выполняется для выделенного 
(выбранного по какому-либо правилу) на 
предыдущем шаге прямоугольника. Постро-
ение слоя: полоса (лист, в случае раскроя ли-
ста на прямоугольные заготовки) разделя-
ется на вертикальные слои, которые заполня-
ются прямоугольниками автономно. Воз-
можность разработки различных вариантов 
алгоритмов на основе послойной технологии 

заключается в комбинации способов форми-
рования правил построения слоя, формиро-
вания группы прямоугольников (например, 
«склейка» близких по размеру прямоуголь-
ников), выбора текущего прямоугольника 
для размещения и др. Эти правила могут 
опираться, например, на случайный выбор, 
или «первый подходящий», или «самый» 
и т.п. Подобная стратегия удобна для гильо-
тинного раскроя (рис. 1, а). Условие гильо-
тинности резов характерна для станков, 
например, в массовом производстве, маши-
ностроении. 

Многие эвристики включают послойную 
стратегию, начало которой заложено в рабо-
тах M. Adamowich & A. Albano [5]. Послой-
ные подходы популярны и для 3D упаковки, 
и нашли свое отражение в работах A. Lodi, 
S. Martello, D. Vigo [6] и многих других. 

УРОВНЕВАЯ ТЕХНОЛОГИЯ 

Уровневые стратегии сходны с послой-
ными технологиями. Уровневые алгоритмы 
используют стратегию, когда каждый новый 
элемент упаковывается с выравниванием, 
например, по левому и нижнему краю. Через 
правую сторону прямоугольника максималь-
ной длины проводят вертикальную линию. 
Полубесконечная полоса оказывается разде-
ленной на уровни прямоугольной формы, со-
держащие целиком все покрывающие их 
прямоугольники. Простые и популярные ал-
горитмы на основе уровневой технологии со 
стратегиями: следующий подходящий 
(NFD); лучший подходящий (BFD) и др. 
(рис. 1, б). Разнообразия алгоритмов на ос-
нове этой технологии можно добиваться, 
например, способами сортировки последова-
тельности прямоугольников, или однофаз-
ным, двухфазным и т.п. способами примене-
ния стратегий, или включением вероятност-
ных процедур. 

Уровневые алгоритмы появились позд-
нее послойных, одновременно с метаэври-
стиками. Тогда конструирование решений на 
каждом шаге сложными способами пере-
стало быть столь актуальным. Уровневую 
технологию использовал A. Bortfeldt при 
разработке генетического алгоритма [7]. Она 
позволила при реализации генетических 
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процедур обходиться без алгоритмов-деко-
деров, преобразующих код упаковки в план 
упаковки. Однако при применении уровне-
вых технологий неизбежными оказываются 
потери за счет введения уровней большой 
длины. Эта технология, безусловно, удобна 
для конструирования гильотинных раскроев. 

а 

б   в 
Рис. 1. Планы упаковок, технологии:  

а – послойная; б – уровневая со стратегией «лучший 
подходящий»; в – блочная со стратегией «лучший 

подходящий» 

БЕЗУРОВНЕВАЯ ТЕХНОЛОГИЯ 

Следующими по сложности и эффективно-
сти являются безуровневые алгоритмы. Способы 
конструирования решений на основе этой техно-
логии можно назвать алгоритмами «здравого 
смысла». Они имитируют работу опытного ма-
стера по раскрою, упаковке или размещению. 
Основная однопроходная безуровневая страте-
гия известна под названием нижний-левый 
(Bottom-Left, BL) и состоит в упаковке следую-
щего элемента в самую нижнюю возможную по-
зицию, выравнивая по левому краю [8]. На ос-
нове здравого смысла можно перестраивать по-
лученные решения для улучшения, тем самым 
реализовывать многопроходные алгоритмы. 

БЛОЧНАЯ ТЕХНОЛОГИЯ 

Блочная технология моделирования ре-
шений задачи прямоугольной упаковки ос-
нована на представлении 2D-упаковки од-
номерным раскроем специального вида. Это 
позволяет применять модифицированные 
методы решения одномерной задачи для 

конструирования решения двух- и трехмер-
ных задач. 

Пара блок-структур как способ кодирова-
ния прямоугольной упаковки [9]. Пусть име-
ется прямоугольная упаковка RP. Проведем 
мысленно через правые стороны прямо-
угольников вертикальные резы. Они разде-
ляют RP на прямоугольные вертикальные 
блоки одной и той же ширины W и различной 
длины χj. Пусть длина RP равна L. Анало-
гично получают горизонтальные блоки. Так 
мы получаем две блок-структуры для RP, 
вертикальную и горизонтальную (рис. 2). 
Каждому блоку j соответствует запись 

)~( jj SS , в которой перечислены номера пря-
моугольников, пересекающих этот блок по 
направлению снизу вверх в вертикальном 
случае (слева направо в горизонтальном). 
Для каждого вертикального блока j указана 
его длина χj, для горизонтального – ширина 
ηj. Упаковке, изображенной на рис. 2, соот-
ветствуют вертикальная и горизонтальная 
блок-структуры: 

);)5,2(
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Условия соответствия блок-структур и 
допустимой 2D-упаковки представлены в 
[9].  

На основе блочной технологии можно 
конструировать, например, следующие алго-
ритмы: Блочный следующий подходящий 
(BNF), Блочный первый подходящий (BFF), 
Блочный Лучший подходящий (BBF) (рис. 1, 
в). Кроме того, разработаны эффективные 
эволюционный блочный, генетический 
блочный алгоритмы [9]. 

Безусловным преимуществом блочных 
структур является лучшее использование 
свободных для размещения областей. Од-
нако это не означает явного преимущества 
блочных структур по сравнению с уровне-
выми представлениями. Уровневые струк-
туры удобно ориентированы как на гильо-
тинный раскрой, так и на упаковку. Этот фе-
номен хорошо продемонстрировал A. Bort-
feldt [7] для случаев, когда имеется 
достаточное количество небольших деталей, 
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распределенных по различным уровням. Тем 
не менее преимущества в этом смысле блоч-
ных алгоритмов хорошо подтверждается 
численными экспериментами на примерах 
[9]. 

а 

б 
Рис. 2. Блок-структуры упаковки:  

а – разделение упаковки на вертикальные блоки; 
 б – разделение упаковки на горизонтальные блоки 

МАТРИЧНАЯ ТЕХНОЛОГИЯ 

Геометрическая составляющая рассмат-
риваемых в статье задач накладывает опре-
деленные трудности в преобразовании ин-
формации при конструировании решений, 
связанные с учетом геометрических особен-
ностей, например, области, в которой разме-
щаются предметы. В связи с этим широко ис-
пользуется матричный способ представле-
ния информации о геометрии. Так, напри-
мер, в [2] предложен метод наложения 
двумерных матриц для решения следующей 
задачи. 

Задача 2D геометрического покрытия. 
Требуется расположить различные геомет-
рические объекты на покрываемой поверх-
ности таким образом, чтобы вся поверхность 
была покрыта с наименьшей площадью пере-
крытий объектов, а также использовать 
наименьшее количество объектов. 

В алгоритме покрытия двумерными мат-
рицами [2] каждая покрываемая область 
представляется в виде матрицы. В двумер-
ной матрице каждая ячейка представляет со-
бой пиксель на плоскости. Элементы матриц 

указывают на непокрытую, покрытую одно-
кратно или многократно геометрическими 
объектами область.  

Нами предлагается алгоритм на основе 
матричной технологии для решения следую-
щей задачи.  

Задача размещения прямоугольников в 
многосвязный ортогональный полигон 
(МОП). Дана ортогональная многоугольная 
область, для которой известны ширина W и 
длина L описывающего прямоугольника, а 
также координаты (χν, ην) и размеры (ων, λν), 
ν =1,µ прямоугольных препятствий внутри 
области (рис. 3, а). Необходимо найти план 
размещения прямоугольных объектов с мак-
симальным коэффициентом размещения 
[10]. 

Алгоритм на основе матричной техноло-
гия проектирования размещения прямо-
угольных объектов внутри многоугольной 
области подробно описан в [11] и основан на 
представлении МОП в виде двумерного би-
нарного массива. Через все грани препят-
ствий проводятся сквозные линии. В резуль-
тате область с препятствиями оказывается 
покрытой сетью (рис. 3, б), каждая ячейка ко-
торой либо не содержит препятствий (значе-
ние «0» в бинарной матрице), либо является 
препятствием или частью препятствия (зна-
чение «1» в бинарной матрице). Далее выби-
рается начальная пустая ячейка (например, 
левая нижняя), начиная с которой, согласно 
какому-либо критерию, происходит объеди-
нение смежных пустых ячеек в прямоуголь-
ную область. Возможные критерии выбора 
направления объединения: горизонтальное, 
вертикальное, диагональное (чередование 
горизонтального и вертикального), случай-
ный выбор направления (равновероятност-
ное; пользовательское – вероятности выбора 
направлений задаются «вручную»; пропор-
циональное – вероятность выбора направле-
ний зависит от соотношения длины и ши-
рины области). Объединение происходит до 
тех пор, пока на пути не встретится ячейка-
препятствие, после чего вновь ищется 
начальная ячейка и все шаги повторяются. 
Процесс продолжается до тех пор, пока все 
пустые ячейки не будут отнесены к какой-
либо прямоугольной области (боксу). В ре-
зультате исходный МОП будет разбит на 
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прямоугольные области, в которые далее 
необходимо разместить прямоугольные объ-
екты (рис. 3, в). Таким образом задача сво-
дится к задаче 2 – D упаковки. 

а 

б 

в 
Рис. 3. Пример матричной декомпозиции МОП 

на прямоугольные области:  
а – многосвязный ортогональный полигон; б – по-

строение бинарной матрицы; в – результат объеди-
нений ячеек в прямоугольные области 

Матричная технология моделирования 
решений показала хорошие результаты как 
на реальных, так и на сгенерированных те-
стовых примерах и позже получила развитие 
в [13], где была успешно применена для ре-
шения многокритериальной задачи геомет-
рического покрытия. 

В [14] было предложено расширить ис-
пользование матричной технологии для раз-
мещения ортогональных многоугольников.  

Задача размещения многоугольных объ-
ектов в многосвязный ортогональный поли-
гон. 

Имеется прямоугольная область размер-
ностью W×H, а также множество видов орто-
гональных многоугольников P = (p1, p2, …, 
pi, …, pn, …, pn+b), где n – количество видов 

    многоугольников, b – количество препят-
        ствий, i = 1, n – номера фигур,  i = n +1, n + b 

номера препятствий, si – площадь объектов
множества P ( bni += ,1 ). 

Все многоугольники множества P 
должны удовлетворять следующим усло-
виям: 

1. Ортогональность – все грани много-
угольника расположены под углом 90° по от-
ношению друг к другу и к области размеще-
ния. Каждая вершина множества имеет 
ровно две примыкающие к ней грани, при-
чем одна из них расположена горизонтально, 
другая – вертикально. 

2. Непересечение граней – грани много-
угольника могут соприкасаться (пересе-
каться) только в его вершинах. 

3. Односвязность – все вершины много-
угольника должны быть связаны между со-
бой гранями, т.е. из любой вершины j можно 
построить путь к любой другой вершине k, 
j ≠ k. 

4. Замкнутость – из любой вершины
можно построить путь, соединяющий все 
вершины, проходящий по каждой грани 
только один раз и заканчивающийся в этой 
же самой вершине. 

5. Соразмерность – ширина и высота
описывающего прямоугольника каждого 
объекта не должны превышать соответству-
ющие размеры области размещения; пло-
щадь каждого многоугольника не должна 
превышать пригодную для размещения пло-
щадь области. 

Необходимо найти план размещения 
многоугольников PPn ⊆  ( ni ,1= ) внутри за-
данной области при выполнении условий до-
пустимости размещения: 

1. Описывающие прямоугольники объ-
ектов не выходят за границы области разме-
щения; 

2. Размещенные многоугольники и пре-
пятствия из множества P пересекаются 
между собой.  

3. Позволит наиболее эффективно ис-
пользовать полезную площадь области раз-
мещения, т.е. для размещенных в область 
объектов. 

–
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Идея использования матричного подхода 
для решения этой задачи состоит в представ-
лении в матричном виде не только области 
размещения, но и размещаемых многоуголь-
ников. 

Каждому объекту множества P ставится 
в соответствие элементная матрица, ячейки 
которой содержат значение «i», если соот-
ветствуют непустой части объекта pi, и 
«0» – в противном случае (рис. 4). 

Рис. 4. Пример элементной матрицы объекта 

Далее значения в ячейках матрицы обла-
сти сопоставляются со значениями в ячейках 
элементных матриц с целью проверки воз-
можности размещения соответствующего 
объекта. 

В рамках этого подхода было предло-
жено использовать различные комбинации 
алгоритмов определения позиции для разме-
щения и способов упорядочения списка фи-
гур [15], а также многопроходные эвристики. 

ТЕХНОЛОГИЯ НА ОСНОВЕ СПЕЦИАЛЬНЫХ 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ СТРУКТУР  

В некоторых работах при решении задач 
геометрического покрытия многоугольных 
областей широко используется технология 
конструирования алгоритмов на основе спе-
циальных геометрических структур. Напри-
мер, в [13, 16] в качестве таких структур вы-
ступают многоугольники Вороного, которые 
применяются при описании математических 
моделей и выборе стартовых точек размеще-
ния. Каждая фигура задается координатами 
центра, а также радиусом – в случае кругов 
[16] или расстоянием до границ фигуры – в 
случае прямоугольников [13]. Для характе-
ристики степени покрытия области фигу-
рами используются методики на основе тео-
рии Г- и Ф-функций [1]. Специальные гео-
метрические структуры, такие как 

диаграмма Вороного, используются и при 
покрытии областей в пространствах боль-
шей мерности. Так, в [17] в качестве объекта 
покрытия выступает выпуклое многогранное 
множество в трехмерном пространстве, ко-
торое необходимо покрыть минимальным 
количеством одинаковых шаров. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Перечисленный выше список технологий 
конструирования решений в задачах геомет-
рического размещения, несомненно, можно 
дополнить. Например, технологией на ос-
нове полного перебора [18]. К этому вари-
анту относятся методы типа ветвей и границ, 
отсечений, в которых анализируются все ва-
рианты размещений. Для подобных алгорит-
мов важным вопросом являются способы 
уменьшения неперспективных областей по-
иска решений. Алгоритмы подобного рода 
эффективны с точки зрения точности реше-
ния, но неэффективны с точки зрения затра-
ченного времени на получение этого реше-
ния, что не всегда приемлемо на практике. 

Анализ предметной области, оценка име-
ющих ресурсов позволит разработчику вы-
брать подходящую технологию для создания 
алгоритмов решения прикладной задачи гео-
метрического размещения. Совмещая и ком-
бинируя различные стратегии на основе од-
ной технологии, можно создавать варианты 
алгоритма и выбрать наиболее эффективный 
из них. 
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