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ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ ПЛОТНОГО РАЗМЕЩЕНИЯ ТРЁХМЕРНЫХ ОБЪЕКТОВ  

М.  А.  ВЕРХ ОТ УР ОВ •  Г.  Н.  ВЕРХ ОТ УР О ВА  

Аннотация. В статье рассматриваются разработанные метод и алгоритмы построения No-Fit polyhedron 
(NFP) при решении задачи плотного размещения многогранных объектов, основанные на анализе точек 
соприкосновения и отличающиеся тем, что выполняется построение только внешней составляющей го-
дографа, что позволяет повысить эффективность решения задач компоновки-размещения трехмерных 

объектов. 

Ключевые слова: компоновка; размещение трехмерных объектов; условия взаимного непересечения; 
годограф вектор-функции плотного размещения (ГФПР); No-Fit polyhedron (NFP). 

 

ВВЕДЕНИЕ  

Среди проблем экономии ресурсов, наиболее интенсивно изучаемых на сегодняшний день, 

можно выделить класс задач, связанных с поиском оптимального размещения трехмерных 

объектов в некотором ограниченном пространстве. Областями применения упаковки трехмер-

ных объектов являются: 

Упаковка грузов в контейнеры. Форма объектов упаковки и контейнеров, как правило, 

параллелепипедные. Однако в задаче часто накладываются дополнительные ограничения, 

в частности, у каждого товара есть приоритет, стоимость, хрупкость, ограничения в поворо-

тах, совместимость с другими типами товаров и пр. [1]. 

Раскрой алмаза. В качестве сырья выступает алмаз, из которого нужно изготовить брил-

лианты. Все бриллианты имеют выпуклую форму, а алмаз невыпуклую. Задача осложняется 

тем, что цена на бриллианты растет неравномерно при увеличении его массы. Кроме того, сам 

алмаз может быть неоднородным, содержать мутные участки, а если они попадут в бриллиант, 

его цена также будет снижена.  

Упаковка декоративного камня. Данная задача может быть рассмотрена как для аппрок-

симированных выпуклых камней, так и для невыпуклых. В связи с тем что упаковка произво-

дится в декоративных целях, необходим учет распределения больших и маленьких камней, 

нанесения цемента, физических ограничений и пр. 

Поиск выгодного взаимного расположения объектов, или задача компоновки. Природа 

объектов может быть самой различной: приборы отсеков летательных аппаратов, радиоэлек-

тронная аппаратура, приборы теплоэнергетических комплексов, детали двигателя и многие 

другие. Объекты размещения часто аппроксимируются параллелепипедами, сферами, цилин-

драми, однако на их расположение часто накладываются самые разнообразные ограничения. 

Быстрое прототипирование  и его основная технология – стереолитография, позволяю-

щая быстро изготавливать опытные твердотельные образцы. В качестве объектов размещения 

рассматриваются невыпуклые многогранники, зона размещения, как правило, имеет паралле-

лепипедную форму [2]. 
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Общая формулировка задачи заключается в нахождении оптимального варианта размеще-

ния геометрических объектов в пределах области упаковки с учетом критерия размещения 

и заданных ограничений. Качество заполнения пространства может быть оценено при помощи 

численной величины, называемой критерием размещения (заполнения).  

Имеются область размещения   и множество 𝑃 = {𝑃1, . . . ,  𝑃𝑛} геометрических объектов 

(ГО).  

Разделим всю область укладки   на две части: деловой остаток U  и занятую ее часть Q , 

так что UQ \= .  

Распределим незанятую часть H  использованной области упаковки Q  между объектами 

𝑃𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 и внешностью области упаковки �̄�, 𝑖 = 0 на части 𝐻𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛 так, 

чтобы выполнялись следующие условия: 

𝐻𝑖 ∩ 𝐻𝑗 = ∅, ⋃ 𝐻𝑖

𝑛

𝑖=0

= 𝐻. 

Целевая функция записывается следующим образом:  
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где )(xV  – объем области x.  

В этой формуле знаменатель constPV =)( , но он используется для того, чтобы значение 

целевой функции было относительной, а не абсолютной величиной. 

Суть этой постановки – минимизация незанятых частей области упаковки. 

Дополнительную геометрическую сложность решения такого класса задач составляет про-

блема соблюдения условий взаимного непересечения (УВН) размещаемых объектов между 

собой и с границами зоны размещения, а также необходимость выполнения различных кон-

структивно-технологических ограничений.  

Для построения УВН наибольшее применение получили методы на базе построения годо-

графа функции плотного размещения [3] или «No-Fit Polyhedron» [4], сокращенно «NFP». 

Годографом вектор-функции плотного размещения (NFP) G12 или G (T1 (0), T2 (u2)) подвиж-

ного объекта T2 (u2) относительно зафиксированного T1 (0) называется такое множество поло-

жений центра объекта T2, при котором он плотно расположен относительно объекта T1. 

NFP 𝐺12 многогранников 1T  и 2T , может представлять собой многосвязный объект. В этом 

случае внутренние области будут описывать расположение одного многогранника внутри дру-

гого, при этом их нельзя будет отделить друг от друга (один, или его часть, будет внутри дру-

гого), соблюдая условия взаимного непересечения. Эта особенность отличает задачу трехмер-

ного размещения от двухмерного, где проблема отделения размещенных объектов отсут-

ствует. Таким образом, можно наложить ограничения на вид NFP 12G  при его использовании 

в задачах трехмерной упаковки. 

Основным недостатком известных методов является то, что они приводят к рассмотрению 

избыточного количества данных. Так как при размещении трехмерных объектов сложных 

форм построение NFP занимает бо́льшую часть вычислительного времени, предложена новая, 

«динамическая» схема использования NFP, заключающаяся в расчете NFP пар объектов в про-

цессе упаковки последовательно, согласно приоритетному списку, в соответствии с четкими 

условиями и до определенного предела [5]. 
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В [6] описан метод построения NFP многогранников в объектном пространстве, заложив-

ший основы алгоритма, разработанного в данной работе. Введенные изменения позволили 

увеличить его стабильность и применимость к решению задач упаковки.  

Рассмотрим задачу построения объекта, являющегося внешней оболочкой объекта 𝐺12, 

назовем его 𝐺12, 𝐺12 ⊆ 𝐺12, в [6] производился поиск объекта 𝐺12. 

ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА РЕШЕНИЯ 

Нахождение NFP 12G  многогранников )0(1T  и )( 22 uT  реализуется в 2 этапа: 

Этап 1. Построение набора граней 𝑆 = ⋃ 𝑠𝑙
𝑣
𝑙=1 , описываемых параметром размещения 

2u , при «скольжении» подвижного объекта 𝑇2(𝑢2) вокруг зафиксированного 𝑇1(0), 

при этом будет выполняться неравенство: 𝐺12 ⊆ 𝑆, а также: (𝑆\𝐺12) ⊂ 𝑖𝑛𝑡 𝐺12, значит, 

и (𝑆\𝐺12) ⊂ 𝑖𝑛𝑡 𝐺12. 

Алгоритм построения набора граней 𝑆 = ⋃ 𝑠𝑙
𝑣
𝑙=1  схож с алгоритмом построения NFP 

двух выпуклых многогранников. 

Этап 2. Построение внешней оболочки объекта 𝑆, которая точно равна объекту 𝐺12. 

Опишем алгоритм выделения объекта 12G  из набора граней S . 

1) Для каждой грани строятся отрезки пересечения плоскости этой грани и всех остальных 

граней. 

2) Полученные отрезки объединяются в многосвязные многоугольные области. 

3) Из исходной грани вычитаются найденные многосвязные области. 

4) После обработки каждой грани они объединяются, и получается объект 𝐺12. 

В некоторых ситуациях описанный метод не работает, потому что не всегда можно постро-

ить замкнутую область. Для удаления внутренних областей, если внешняя оболочка неиз-

вестна, был разработан следующий алгоритм:  

1) Каждая грань разбивается на выпуклые многоугольники. 

2) Для каждой грани строятся отрезки пересечения плоскости этой грани и всех остальных 

граней. 

3) В плоскости каждой грани найденные отрезки объединяются в ломаные. Строится раз-

биение выпуклых многоугольников ломаными. В результате объект S  представляет 

собой объединение многоугольников, которые пересекаются только по ребрам. 

4) Находится грань 𝑠𝑔 объекта 𝑆 такая, что 𝑠𝑔 ⊂ 𝐺12, то есть 𝑠𝑔 точно полностью принад-

лежит искомой оболочке. При движении многоугольника 𝑇2(𝑢2) вдоль 𝑇1(0) по 𝑠𝑔 

плоскость, в которой лежит грань 𝑠𝑔, является разделяющей для 𝑇1(0) и 𝑇2(𝑢2). 

5) Начиная с 𝑠𝑔 выполняется рекурсивный обход объекта 𝑆 с внешней стороны по найден-

ным многоугольникам. 

6) В результате обхода получается 𝐺12. 

Предложенный алгоритм не удаляет то, что находится внутри объекта 𝑆. Вместо этого 

он определяет то, что точно снаружи, и, двигаясь с внешней стороны, строит оболочку объекта 

𝑆, а это и есть 𝐺12. 

ПРИМЕРЫ 

Рассмотрим описанный алгоритм на примере 2-D [7]. Допустим, даны два многоугольника 

P1 и P2 в плоскости (рисунок 1). Необходимо найти внешнюю оболочку 𝐺 NFP 𝐺. 

Пусть многоугольник P2 зафиксирован, P1 подвижен. Рассмотрев все варианты соприкос-

новения многоугольников P1 и P2, построим объект 𝑆 (рисунок 2). 
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Рис. 1   Два многоугольника в плоскости. 

 

Рис. 2   Построение объекта S . 

 

 

Рис. 3   Определение разделяющих ребер объекта S . 

Разобьем ребра объекта 𝑆 таким образом, чтобы они пересекались только в конечных точ-

ках. Определим ребра, при движении вдоль которых можно провести разделяющую прямую 

между многоугольниками P1 и P2. В приведенном примере на рисунке 3 – это ребра: s1, s4, s7, 

s11, s21 и s22. 
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Основываясь на найденных разделяющих ребрах, выполним рекурсивный обход объекта 𝑆 

с внешней стороны, рисунок 4. 

 

 

Рис. 4 Обход объект S  с внешней стороны. 

Обход выглядит следующим образом: 

s1 → s2 → s5 ← s3 ← s4   s11 → s22 ← s21 → s20 → s14 ← s12 ← s7. 

В результате получаем объект G , который не содержит ребра, описывающие расположе-

ние одного многоугольника внутри другого: s16, s18, s17 и s19, а также не содержит ребро s15, 

описывающее плотное вхождение одного многоугольника в другой. Эти случаи не представ-

ляют интереса при решении 3-D варианта задачи размещения. 

В случае 3-D интерес представляет задача перехода от одной грани к другой, чтобы этот 

переход осуществлялся с внешней стороны объекта S . 

На рисунке 5 приведены три примера построения NFP многогранников различных форм. 

 

 

Рис. 5 Примеры построения NFP многогранников. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В статье подробно описаны разработанные метод и алгоритмы построения годографа век-

тор-функции плотного размещения многогранных объектов, основанные на анализе точек со-

прикосновения и отличающиеся тем, что выполняется построение только внешней составля-

ющей годографа, что позволяет повысить эффективность решения задач компоновки-разме-

щения трехмерных объектов. 
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МЕТАД АН НЫЕ /MET AD ATA  

Title: About one way to build a NO-FIT POLYHEDRON when solving the problem of dense placement of three-dimensional objects. 

Abstract: The article discusses the developed method and algorithms for constructing No-Fit polyhedron (NFP) when solving the 
problem of dense placement of polyhedral objects, based on the analysis of points of contact and characterized in that only 
the external component of the frame is constructed, which makes it possible to increase the efficiency of solving the problems of 
layout-placement of three-dimensional objects. 

Key words: Layout, placement of three-dimensional objects, conditions of mutual non-intersection, hodograph vector functions of 
dense placement (GFPR), No-Fit polyhedron (NFP). 
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