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ОПТИМИЗАЦИОННЫЕ И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ  
ИНТЕГРИРОВАННОЙ ЗАДАЧИ НЕРЕГУЛЯРНОГО 2D РАСКРОЯ И МАРШРУТИЗАЦИИ 

А .  А .  ПЕ Т У Н И Н  

Аннотация. В статье рассматривается интегрированная задача 2D раскроя и маршрутизации с единым 
оптимизационным критерием (Integrated Nesting and Routing Problem, INRP). Эта задача возникает при 
проектировании технологических процессов раскроя материала на станках листовой резки с ЧПУ. Впер-
вые дается её математическая постановка в общем виде для случая многолистового раскроя и двух ти-
пов интегрированного аддитивного оптимизационного критерия, различающихся определением стои-
мости маршрута режущего инструмента станка с ЧПУ. Задача иллюстрируется точным решением мо-
дельного примера. Показывается, что большая часть формальных ограничений связано с технологиче-
скими особенностями процесса резки материала при получении из него листовых деталей. Отдельно 
выделяется класс сложных (с точки зрения математической формализации) ограничений, получивших 
название «динамических». Отмечается, что соблюдение динамических ограничений задачи маршрути-
зации инструмента может определяться решениями некоторых геометрических задач на плоскости, а су-
ществующие подходы к решению интегрированной задачи INRP, основанные на применении математи-
ческих моделей дискретной оптимизации, практически не учитывают этот тип ограничений, что приво-
дит к недопустимым технологическим решениям. Описывается подход, основанный на понятии сег-
мента резки, который обеспечивает учет геометрических ограничений задачи маршрутизации 
инструмента. В заключение делается вывод о необходимости корректировки форматов данных, исполь-
зуемых для решения второй задачи INRP (Cutting Path Problem), и их дополнении геометрической ин-

формацией о раскройной карте и технологической информацией о процессе резки. 

Ключевые слова: нерегулярный 2D раскрой; cutting path problem; INRP; динамические геометрические 
ограничения; сегмент резки; endpoint cutting problem; дискретная оптимизация. 

 

ВВЕДЕНИЕ  

Широкое применение в различных отраслях промышленного производства станков листо-

вой резки с ЧПУ обусловливает возросший интерес исследователей к оптимизации техноло-

гических процессов раскроя материала и проектирования управляющих программ для данного 

типа технологического оборудования. Как известно, разработка управляющих программ 

для станков с ЧПУ осуществляется преимущественно с помощью специализированного про-

граммного обеспечения, т. н. CAM-систем (Computer-Aided-Manufacturing). Современные 

CAM-системы для автоматизации разработки программ для станков листовой резки (лазерной, 

плазменной, газовой, гидроабразивной, электроэрозионной и др.) независимо от вида приме-

няемой технологии резки, как правило, содержат некоторый пользовательский инструмента-

рий для оптимизации проектирования раскройных карт и оптимизации некоторых параметров 

процесса листовой резки на этапе генерации управляющей программы. Вместе с тем этот ин-

струментарий не позволяет для большинства практических задач обеспечить в автоматиче-

ском режиме научно-обоснованное и технологически приемлемое решение ни одной из двух 

возникающих NP-трудных оптимизационных проблем: задачей нерегулярного 2D раскроя 

(Nesting Problem) [1–3] и задачей маршрутизации инструмента станков листовой резки с ЧПУ 

(Cutting Path Problem) [4–6]. Поэтому качество проектных решений, в том числе и их техноло-
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гическая допустимость, во многом определяется квалификацией пользователя, использую-

щего интерактивные приемы проектирования. Традиционно задача раскроя и задача маршру-

тизации инструмента станка листовой резки решались независимо и последовательно, хотя 

актуальность разработки алгоритмов и программного обеспечения для решения интегрирован-

ной оптимизационной задачи двумерного раскроя и проектирования процесса резки с единым 

стоимостным критерием совершенно очевидна.  

Впервые математическая формулировка интегрированной задачи была приведена в [7]. 

В дальнейшем для ее названия использовался термин (Integrated Nesting and Routing Problem, 

INRP) [8]. 

Незначительное число опубликованных работ в научной литературе, посвященных разра-

ботке алгоритмов для решения интегрированной задачи 2D раскроя и маршрутизации с еди-

ным оптимизационным критерием, вызвано сложностью с формализацией и вычислением еди-

ной целевой функции интегрированной задачи, а также с математической формализацией  

некоторых видов ограничений для задачи маршрутизации инструмента (Cutting Path Problem). 

Кроме того, для задачи INRP существует еще одна сложность, связанная с оценками эффек-

тивности алгоритмов, разрабатываемых для ее решения. Эта сложность вызвана главным  

образом тем, что единый стоимостной критерий содержит два слагаемых, второй из кото-

рых [9] (определяющий научно-обоснованную стоимость процесса резки) зависит от несколь-

ких параметров конкретного технологического оборудования, данные о величинах которых 

отсутствуют в Интернете. Это диктует необходимость формирования такого рода данных 

и знакомство с ними научного сообщества. Данные должны содержать информацию о как 

можно большем числе наиболее распространенных станков листовой резки. Такие работы 

в настоящее время ведутся (см., например, [10]). Они позволяют обеспечить сравнительный 

анализ различных алгоритмов решения как задачи маршрутизации инструмента станков  

листовой резки с ЧПУ, так и интегрированной задачи. Замена адекватного стоимостного кри-

терия процесса резки или критерия качества раскроя искусственными числовыми критериями 

(см., например, [11–13]), не может служить основанием для оценки эффективности разраба-

тываемых алгоритмов. 

В работе в следующих разделах дана математическая постановка интегрированной задачи 

INRP в общем виде для случая многолистового раскроя и двух типов интегрированного адди-

тивного оптимизационного критерия, различающихся определением стоимости маршрута  

режущего инструмента станка с ЧПУ. Далее приведена классификация ограничений задачи, 

определяющих допустимость получаемых решений на этапе решения задачи маршрутизации 

инструмента. На основе понятия «сегмент резки» описан подход, позволяющий учитывать  

при использовании дискретных оптимизационных моделей для решения второй задачи INRP, 

оптимальной маршрутизации инструмента станка листовой резки с ЧПУ (Cutting Path 

Problem), наиболее сложный вид геометрических ограничений, «динамические ограничения». 

Предложенный подход иллюстрирован результатом решения модельного примера интегриро-

ванной задачи INRP. В заключение сформулированы основные результаты работы. 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА INRP ДЛЯ СЛУЧАЯ МНОГОЛИСТОВОГО РАСКРОЯ 

Для формального определения интегрированной задачи 2D раскроя и маршрутизации 

с единым оптимизационным критерием введем следующие обозначения. 

Пусть 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 – двумерные геометрические объекты, представляющие собой одно-

связные или многосвязные области эвклидовой плоскости ℝ × ℝ , ограниченные одной или 

несколькими замкнутыми кривыми (граничными контурами) 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑁. (𝐴𝑖, 𝐶𝑗 ⊂ ℝ×ℝ; 

𝑖 ∈ 1, 𝑛; 𝑗 ∈ 1, 𝑁; 𝑁 ≥ 𝑛). Объекты 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 являются геометрическими моделями плоских 

деталей. Пусть также определена область размещения объектов 𝐵 ⊂ ℝ×ℝ, которая является 

геометрической моделью листового материала, из которого вырезаются детали. В общем слу-

чае область размещения может состоять из несколько подобластей (листов материала, не обя-



 

  

Разде л  СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ, УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ, СТАТИСТИКА 30 

зательно прямоугольной формы). При этом допустимо наличие отверстий в материале (вза-

имно непересекающихся между собой и с внешним контуром внутренних контуров). Будем 

полагать, что зафиксирован некоторый вариант размещения n  объектов в области размеще-

ния, при этом выполнены условия взаимного не пересечения объектов и другие дополнитель-

ные условия, обусловленные технологическими требованиями резки деталей на конкретном 

технологическом оборудовании, в частности, условие соблюдения необходимой ширины реза. 

Иными словами, фиксированный вариант размещения объектов является допустимым вариан-

том раскроя (раскройной картой) листового материала для заданного набора n  деталей. 

Простой пример размещения в двух прямоугольных областях размером 1250×500 мм 

и 750×750 мм 17 объектов (деталей) (𝑛 = 17) 4 типоразмеров, описываемых 22 контурами 

(𝑁 = 22) с заданным минимальным расстоянием 5 мм между объектами, приведён на рис. 1. 

 

 

Рис. 1 Пример нерегулярного раскроя двух листов. 

Минимальные расстояния между деталями, так же, как и минимальное расстояние от де-

талей до края листа, – 5 мм. Занятая для раскроя часть материала выделена на рисунке светло-

серым цветом. Из практических соображений при планировании раскроя для резки нескольких 

листов материала в единичном и мелкосерийном производстве деловой подход обычно учи-

тывается только на последнем листе. Длина занятой части второго листа составила около 

620 мм. 

Суммарная площадь P использованного материала таким образом составила 

𝑃 = 1250 × 500 + 750 × 620 = 1090000 (мм). 

Оптимизационную задачу поиска раскройной карты с минимальным расходом материала 

при получении из него деталей произвольной формы называют задачей нерегулярного 2D-

раскроя (Nesting Problem). В качестве целевой функции задачи здесь, как правило, естествен-

ным образом используется величина площади занятой части использованного материала. 

Для задачи INRP используется стоимостной эквивалент площади, равный себестоимости  

использованного для раскроя материала 

 𝐶𝑜𝑠𝑡𝑛𝑒𝑠𝑡 = 𝑃 × 𝑝𝑟𝑖𝑐𝑒𝑚𝑎𝑡,  (1) 

где 𝑝𝑟𝑖𝑐𝑒𝑚𝑎𝑡 – цена за единицу площади материала. 

Определим теперь критерий, оценивающий стоимость процесса резки для второй оптими-

зационной задачи (Cutting Path Problem). Рассмотрим понятие маршрута инструмента (марш-

рута резки) применительно к технологии листовой резки на станке с ЧПУ. Для сохранения 

требуемой геометрии детали траектория движения режущего инструмента не должна совпа-

дать с граничным контуром детали, а должна задаваться некоторой эквидистантой этого кон-

тура, поскольку часть материала вырезается в процессе резки. Как правило, дистанция между 

эквидистантным контуром, по которому осуществляется резка, и граничным контуром детали 

определяется величиной, равной половине ширины реза. При листовой резке необходима 

также предварительная врезка (пробивка) материала перед процессом резки непосредственно 

по эквидистантному контуру детали. Пробивка материала сопровождается дополнительными 
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деформациями материала в точке врезки, поэтому производится на расстоянии (дистанции) 

от контура детали большем, чем дистанция до эквидистантного контура, за исключением осо-

бых случаев. Врезка может также осуществляться непосредственно на границе материала 

(«врезка с края листа»). В этом случае достигается уменьшение деформаций материала и гео-

метрических искажений размера и формы вырезаемых деталей, а также сокращается время 

врезки. 

Схема одного из способов резки детали (стандартная техника) показана на рис. 2. Если  

используется стандартная техника резки, то в этом случае каждый контур вырезается целиком. 

После резки одного контура переход к следующей точке врезки происходит после выключе-

ния инструмента на холостом ходе по прямой линии. При этом точка выключения инстру-

мента в общем случае может не всегда совпадать с точкой входа в эквидистантный контур 

детали, по которому осуществляется резка, и может лежать вне заданного эквидистантного 

контура. Во многих случаях допускается программирование точки выключения инструмента 

непосредственно на эквидистантном контуре. 

 

 

Рис. 2 Схема стандартной техники резки. 

Стратегия минимизации тепловых деформаций при термической резке и требования  

к качеству реза порождают необходимость управления не только выбором точек врезки,  

но и управлением траекторией входа в контур (lead-in) и способом выхода из контура (lead-

out). В зависимости от конкретных условий (вида термической или гидроабразивной резки, 

марки и толщины материала, выбранной скорости резки, геометрической формы контура 

и пр.) подход к контуру может осуществляться по дуге окружности, касательная к которой 

совпадает с касательной к контуру в точке входа, либо производиться по прямой линии 

(например, по наикратчайшему расстоянию до контура). После завершения процесса резки 

контура выход из контура также может осуществляться с включенным инструментом  

с небольшим «перерезом» (либо по дуге, либо по прямой линии). Необходимость выхода 

из контура с включенным инструментом может быть вызвана тем, что в точке выключения 

инструмента может возникнуть «взрыв» или оплавление части материала, что приводит  

к искажению геометрии детали.  

Примером нестандартной техники может служить т. н. «цепная» резка, которая заключа-

ется в резке нескольких контуров с использованием одной точки врезки. При этом каждый 

контур, как и в случае применения стандартной техники резки, вырезается целиком. На рис. 3 

показан пример схемы резки двух деталей, в которой резка внешних контуров обеих деталей 

производится без выключения режущего инструмента с использованием только одной точки 

врезки и соответственно одной точки выключения инструмента. 

Перемещение инструмента в точку врезки в этом примере начинается из начальной точки 

на холостом ходе, а после завершения резки последнего контура предусмотрен возврат  

инструмента в начальную точку. 
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Существует и множество других техник резки (см. их описание, например, в [10]), однако 

в любом случае маршрут резки однозначно определяется следующими компонентами: 

• начальной точкой позиционирования инструмента; 

• конечным набором точек врезки; 

• соответствующим набором точек выключения инструмента; 

• траекториями движения инструмента на рабочем ходе (с включенным инструментом) 

между точкой врезки и точкой выключения инструмента; 

• порядком обхода точек врезки (сегментов резки). 

 

 

Рис. 3 Пример схемы резки деталей с применением разных техник резки. 

На основании данных о маршруте резки можно вычислить суммарную длину рабочего 

и холостого хода инструмента и вычислить, например, время процесса резки, которое опреде-

ляется по формуле: 

 𝑇𝑐𝑢𝑡 =
𝐿𝑜𝑛

𝑉𝑜𝑛
+

𝐿𝑜𝑓𝑓

𝐿𝑜𝑓𝑓
+ 𝑁𝑝𝑡𝑡𝑝𝑡, (2) 

где Loff – суммарная длина холостого хода (перемещения режущего инструмента в выключен-

ном режиме); Lon – суммарная длина рабочего хода (перемещения инструмента во включенном 

режиме); Voff – скорость холостого хода режущего инструмента; Von – скорость рабочего хода 

инструмента; Npt – количество точек врезки; 𝑡𝑝𝑡 – время, затрачиваемое на врезку в материал 

в одной точке. При этом подразумевается, что получаемое в результате врезки отверстие рас-

положено внутри материала листа. Однако при резке деталей, как отмечалось, могут быть  

использованы и другие типы врезки, что приводит к изменению времени врезки 𝑡𝑝𝑡 в этих 

случаях. Если при резке деталей было использовано несколько типов врезки, то формула (2) 

запишется в более общем виде: 

 𝑇𝑐𝑢𝑡 =
𝐿𝑜𝑛

𝑉𝑜𝑛
+

𝐿𝑜𝑓𝑓

𝐿𝑜𝑓𝑓
+ ∑ 𝑁𝑝𝑡

𝑗𝑟
𝑗=1 𝑡𝑝𝑡

𝑗
 , (3) 

где r – число использованных типов врезки; 𝑁𝑝𝑡
𝑗

 – количество точек врезки типа j; 𝑡𝑝𝑡
𝑗

 – время, 

затрачиваемое на одну точку врезки типа j. И в (2) и в (3) значение скорости холостого хода 

инструмента Voff – константа, определяемая техническими характеристиками используемого 

станка с ЧПУ. Значение рабочего хода инструмента Von программируется при разработке 

управляющей программы в соответствии с используемой технологией резки, техническими 

характеристиками станка и параметрами листового материала (имеется в виду марка матери-

ала и толщина). Особенности листовой резки на станках с ЧПУ предполагают, что при много-

листовом раскрое управляющая программа для резки разрабатывается для каждого листа  

отдельно. 
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Если при решении конкретной задачи INRP было использовано m листов материала, тогда 

формула (3) запишется в виде 

 

1

m
i
cut

i

T
cut

T

=

= ,  (4) 

где 𝑇𝑐𝑢𝑡
𝑖  – время резки i-го листа. 

На многих предприятиях стоимость (себестоимость) процесса резки на станках листовой 

резки определяется стоимостью т. н. нормо-часа, который рассчитывается экономистами  

организации с учетом различных экономических параметров. Таким образом, себестоимость 

процесса резки на конкретном технологическом оборудовании с ЧПУ можно определить 

по формуле: 

 𝐶𝑜𝑠𝑡𝑐𝑢𝑡 = 𝑇𝑐𝑢𝑡 𝑝𝑟𝑖𝑐𝑒нч,  (5) 

где 𝑝𝑟𝑖𝑐𝑒нч – стоимость нормо-часа работы оборудования. Тогда для интегрированной задачи 

2D раскроя и маршрутизации с единым оптимизационным критерием можно определить  

аддитивный стоимостной критерий 

 𝐶𝑜𝑠𝑡𝐼𝑁𝑅𝑃 = 𝐶𝑜𝑠𝑡𝑛𝑒𝑠𝑡 + 𝐶𝑜𝑠𝑡𝑐𝑢𝑡. (6) 

Более точной (нежели стоимость нормо-часа) экономической характеристикой качества 

разработанной управляющей программы является стоимость (себестоимость) процесса резки 

деталей на станках с ЧПУ, рассчитываемая с помощью других показателей, которые включают 

в себя произведённые во время резки затраты на электроэнергию и расходные материалы, 

на обслуживание станка с ЧПУ, а также другие эксплуатационные затраты. Стоимость резки 

не всегда пропорциональна времени резки, поскольку зависит еще и от различных режимов 

резки. По аналогии с формулой времени резки (2) показатель стоимости резки можно опреде-

лить по следующей формуле: 

 𝐹𝑐𝑜𝑠 𝑡 = 𝐿𝑜𝑓𝑓𝐶𝑜𝑓𝑓 + 𝐿𝑜𝑛𝐶𝑜𝑛 + 𝑁𝑝𝑡𝐶𝑝𝑡,  (7) 

где 𝐶𝑜𝑛 – стоимость единицы пути рабочего хода; 𝐶𝑜𝑓𝑓 – стоимость единицы пути холостого 

хода; 𝐶𝑝𝑡 – стоимость одной точки врезки, а 𝐶𝑜𝑛,𝐶𝑜𝑓𝑓 и 𝐶𝑝𝑡 имеют тот же смысл, что и в фор-

муле (2). При этом эти величины зависят от типа станков с ЧПУ, технологии резки, использу-

емой скорости рабочего хода инструмента, толщины и марки материала. Функциональная за-

висимость этих величин от перечисленных параметров может задаваться либо табличными 

функциями, либо аналитически. При этом абсолютные значения этих величин на российских 

предприятиях, использующих станки с ЧПУ для листовой резки, определяются экономиче-

скими службами с учетом многих факторов и могут существенно различаться на разных пред-

приятиях. Зачастую стоимость резки вообще не учитывается в раскройно-заготовительном 

производстве либо рассчитывается на основании специальных нормативов, не зависящих 

от величин 𝐿𝑜𝑛, 𝐿𝑜𝑓𝑓 и 𝑁𝑝𝑡. Очевидно, что необходимость быстрого предварительного расчета 

стоимости резки для каждой управляющей программы резки возникает на предприятиях, ока-

зывающих услуги сторонним организациям по резке материала. Однако и на многих таких 

предприятиях для определения стоимости резки учитывается только длина рабочего хода  

инструмента 𝐿𝑜𝑛, которая принимается равной суммарному периметру граничных контуров 

вырезаемых деталей 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑁, что, естественно, приводит к неадекватной оценке времени 

и стоимости процесса резки. Особо следует подчеркнуть, что при оптимизации стоимостных 

параметров следует применять теоретически обоснованный способ определения показателя 

стоимости резки, задаваемый формулой (7). В случае использования нескольких типов врезки 

формула (7) примет вид 
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 𝐹𝑐𝑜𝑠 𝑡 = 𝐿𝑜𝑓𝑓𝐶𝑜𝑓𝑓 + 𝐿𝑜𝑛𝐶𝑜𝑛 + ∑ 𝑁𝑝𝑡
𝑗

𝐶𝑝𝑡 
𝑗

,𝑟
𝑗=1  (8) 

где 𝐶𝑝𝑡
𝑗

 – стоимость одной точки врезки типа j, а единый аддитивный стоимостной критерий 

INRP для случая многолистового раскроя 𝐶𝑜𝑠𝑡𝐼𝑁𝑅𝑃 

 𝐶𝑜𝑠𝑡𝐼𝑁𝑅𝑃 = 𝐶𝑜𝑠𝑡𝑛𝑒𝑠𝑡 + ∑ 𝐹𝑐𝑜𝑠 𝑡
𝑖𝑚

𝑖=1 .  (9) 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ CUTTING PATH PROBLEM 

При проектировании маршрута резки для станков листовой резки с ЧПУ основные про-

блемы связаны не столько с эффективным применением оптимизационных алгоритмов, 

сколько с построением технологически допустимых решений. Использование различных  

технологий термической резки порождает термические деформации материала, что приводит 

к геометрическим искажениям форм и размеров вырезаемых деталей. Это диктует необходи-

мость формирования маршрутов резки с учетом особенностей резки и спроектированных рас-

кройных карт. Часть возникающих ограничений (например, ограничения на выбор геометри-

ческой области возможных точек врезки) носят статический характер и могут быть учтены 

на этапе формирования исходных данных для оптимизационных алгоритмов. Подробная клас-

сификация ограничений приведена в [14, §1.3]. Особую сложность представляют т. н. «дина-

мические» ограничения, которые возникают уже в процессе формирования допустимых марш-

рутов резки в зависимости от уже частично сформированного маршрута. В основном этот тип 

ограничений связан с необходимостью выбирать только такие варианты маршрута резки,  

которые обеспечивают минимальные значения тепловых деформаций в материале. Другими 

словами, без учета этих ограничений построение множества допустимых с точки зрения  

технологии листовой резки вариантов маршрута в общем случае невозможно. Как показано 

в [14, §2.3], большая часть этих ограничений может быть сведена к решению некоторых  

геометрических задач. 

На рис. 4 представлены схемы маршрутов резки, спроектированные для раскройных  

планов, показанных на рис. 1. 

 

 

Рис. 4 Маршруты резки для двух листов раскройной карты (см. рис. 1). 

Для минимизации времени резки i
cutT  на обоих листах использовался метод динамического 

программирования [15], который обеспечивает точное решение задачи Cutting Path Problem 

(то есть минимум значения 𝑇𝑐𝑢𝑡
2 ) для следующих заданных условий: 

• при построении маршрута резки использовался заранее определенный набор допусти-

мых точек врезки (выделены квадратиками малого размера в точках около контуров деталей); 
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• при выборе техники резки применялась только стандартная техника (резка по контуру). 

Отметим, что в результате расчета используемый метод на втором листе для обеспечения 

глобального экстремума целевой функции выбрал последнюю точку врезки P-1 (рис. 5)  

в левом углу листа, но эта точка врезки не удовлетворяет динамическому ограничению «жест-

кость детали» [14, §1.3], так как приводит к недопустимым тепловым деформациям материала 

и искажению геометрии детали при завершении процесса резки. 

 

 

Рис. 5 Пример несоблюдения правила «жесткости детали» при выборе точки врезки. 

Допустимым вариантом, удовлетворяющим технологическим требованиям термической 

резки для этого примера и обеспечивающим минимум 𝑇𝑐𝑢𝑡
2 , является вариант с точкой врезки 

P-2 (см. рис. 5), и то только при условии резки внешнего контура угловой детали против часо-

вой стрелки, поскольку в этом случае уменьшается тепловая деформация материала, возника-

ющая при завершении резки контура. 

Допустимость точки врезки алгоритмически можно установить только при наличии гео-

метрической информации о раскройной карте. Это означает, что доминирующий в настоящее 

время подход к решению задачи оптимизации маршрута инструмента машин листовой резки 

с ЧПУ, основанный на применении чисто дискретных моделей типа модели обобщенной  

задачи коммивояжера (Generalized Traveling Salesman Problem, GTSP) и PCGTSP, где стан-

дартная модель GTSP дополнена условиями предшествования, или некоторых моделей цело-

численного линейного и динамического программирования (MILP и DP), или чисто графовых 

моделей, где геометрия раскройной карты заменяется данными о параметрах эйлерова графа, 

нуждается в серьезной доработке. В частности, форматы данных, используемые в тестовых 

примерах для исследования эффективности оптимизационных алгоритмов, должны быть, как 

минимум, дополнены данными о необходимой геометрической информации, либо наряду 

с дискретными моделями раскройной карты и маршрута инструмента при формировании  

допустимых вариантов маршрутизации инструмента должна использоваться полная геомет-

рическая информация о раскройной карте. Прежде всего, это касается работ, в которых  

используются чисто графовые модели, поскольку форматы описания графов не могут содер-

жать всю геометрическую информацию, необходимую для корректного, технологически  

допустимого построения маршрута резки. Впрочем, и все другие алгоритмы оптимальной 

маршрутизации маршрута инструмента, которые не учитывают динамические ограничения  

задачи Cutting Path Problem, не могут пока в общем случае гарантировать допустимость полу-

чаемых решений. Отметим некоторые работы, в которых оптимизационные алгоритмы за при-

емлемое время позволяют формировать решения, близкие к оптимальным и учитывать стати-

ческие геометрические ограничения (без учета динамических) для некоторых классов задач 

Cutting Path Problem. Речь идет о классе ECP (Endpoint Cutting Problem) и GTSP.  
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Подробная классификация задач оптимальной маршрутизации инструмента станков листо-

вой резки с ЧПУ описана в [4]. ECP, так же, как и класс GTSP, предусматривает только конеч-

ный набор возможных точек врезки для раскройной карты, поэтому дискретные модели здесь 

применять целесообразно [4, 16–19]. Вместе с тем учет динамических ограничений процесса 

резки остается сложно реализуемым и для этого класса задач. Для задач, использующих фор-

мат данных PCGTSP, выделим быстродействующие алгоритмы, анонсированные в [20–22]. 

Общим недостатком этих алгоритмов является замена адекватных критериев оптимизации (7) 

и (8) упрощенными целевыми функциями. 

Частично геометрические проблемы, связанные с формированием технологически допу-

стимых маршрутов резки, позволяет решить подход, основанный на предварительном форми-

ровании множества возможных сегментов резки с последующим поиском оптимального 

маршрута среди маршрутов, содержащих только сформированные сегменты резки.  

Сегментом резки 𝑆 = 𝑀𝑀∗ мы называем траекторию рабочего хода инструмента между 

точкой врезки 𝑀 и соответствующей ей точкой выключения инструмента M*, включающую 

траектории входа в контур (lead-in) и выхода из контура (lead-out). Геометрически сегмент 

резки представляет собой кривую, заданную на эвклидовой плоскости. 

(𝑆 ⊂ ℝ × ℝ;  𝑀 = (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × ℝ, 𝑀∗ = (𝑥∗, 𝑦∗) ∈ ℝ × ℝ). 

Для исключения неоднозначности движения инструмента мы считаем, что в каждой точке 

траектории задано направление движения инструмента. Если сегмент резки не содержит  

замкнутых кривых (контуров), то направление движения резки в каждой точке траектории  

однозначно определяется начальной точкой сегмента (точкой врезки) и точкой выключения 

инструмента. Замкнутые кривые в траектории рабочего хода инструмента могут появляться 

и при программировании «петель», которые применяют технологи ЧПУ для повышения каче-

ства реза в острых углах траектории. 

На основе понятия сегмента резки все техники фигурной резки на станках с ЧПУ есте-

ственным образом делятся на 3 группы: 

• «резка по замкнутому контуру» (стандартная техника): в этом случае сегмент резки  

содержит ровно один эквидистантный внешний или внутренний граничный контур детали, 

который вырезается целиком; 

• мульти-сегментная резка контура: в этом случае для вырезки одного контура использу-

ются не менее двух сегментов резки; 

• мультиконтурная резка: один сегмент резки содержит несколько граничных контуров 

деталей. 

Отметим в связи с веденным понятием еще пару работ [23, 24], направленных на решение 

одной частной задачи, не связанной напрямую с задачей оптимизации маршрута резки для 

заданной раскройной карты. Речь идет о задаче поиска сегментов резки максимальной длины, 

содержащих части контуров деталей, которые вырезаются с применением техники т. н. «сов-

мещенного реза». Для решения этой задачи использовалось описание геометрии раскройной 

карты посредством эйлерова графа. Работа, судя по всему, не имеет хороших перспектив для 

реального продолжения по описанной выше причине, обусловленной бедностью геометриче-

ского инструментария в разрабатываемых алгоритмах. 

Сформулированный подход формирования множества возможных сегментов резки выде-

ляет отдельный класс задач проблемы оптимальной маршрутизации инструмента Cutting Path 

Problem. Этот класс получил название Generalized Segmental Continuous Cutting Problem 

(GSCCP), для которого разработаны эффективные оптимизационные алгоритмы [25], сочета-

ющие специализированные эвристические методы, метод динамического программирования, 

метод ветвей и границ, и учитывающие некоторые типы формализованных динамических 

ограничений. Алгоритмы могут применяться как для решения задачи оптимальной маршрути-

зации инструмента технологического оборудования листовой резки с ЧПУ, так и для решения 

интегрированной задачи INRP. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Впервые дана математическая постановка интегрированной задачи 2D раскроя и маршру-

тизации с единым оптимизационным критерием в общем виде для случая многолистового  

раскроя и двух типов интегрированного аддитивного оптимизационного критерия, различаю-

щихся определением стоимости маршрута режущего инструмента станка с ЧПУ. 

Среди ограничений задачи INRP, определяющих допустимость получаемых решений 

на этапе решения задачи маршрутизации инструмента, отдельно выделен класс наиболее 

сложных ограничений, получивших название «динамических». 

Отмечено, что соблюдение динамических ограничений задачи маршрутизации инстру-

мента может определяться решениями некоторых геометрических задач на евклидовой плос-

кости. 

Обоснован вывод о том, что существующие подходы к решению интегрированной задачи 

INRP, основанные на применении математических моделей дискретной оптимизации, практи-

чески не учитывают этот тип ограничений, что приводит к недопустимым технологическим 

решениям. 

Описан подход, основанный на понятии сегмента резки, который позволяет учитывать  

некоторые виды геометрических ограничений на этапе построения решения задачи Cutting 

Path Problem. 

В контексте данного исследования автор считает целесообразным отметить работы по 

сходной тематике [26–29]. 
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МЕТАД АН НЫЕ  /  ME TAD AT A  

Title: Optimization and geometrical problems in the integrated problem of irregular 2D nesting and routing. 

Abstract: The article considers the integrated problem of 2D nesting and routing with a single optimization criterion (Integrated 
Nesting and Routing Problem, INRP). This problem arises in the design of technological processes of cutting material on CNC sheet 
cutting machines. For the first time, its mathematical formulation is given in a general form for the case of multi-sheet cutting and 
two types of integrated additive optimization criterion that differ in the definition of the cost of the route of the cutting tool of 
the CNC machine. The problem is illustrated by an exact solution of a model example. It is shown that most of the formal constraints 
are associated with the technological features of the process of cutting the material when obtaining sheet parts from it. A class of 
complex (from the point of view of mathematical formalization) constraints, called "dynamic", is separately identified. It is noted that 
compliance with the dynamic constraints of the tool routing problem can be determined by solutions of some geometric problems 
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on the plane, and the existing approaches to solving the integrated INRP problem based on the use of mathematical models of 
discrete optimization practically do not take this type of constraints into account, which leads to unacceptable technological 
solutions. An approach based on the concept of a cutting segment is described, which ensures that the geometric constraints of 
the tool routing problem are considered. In conclusion, a conclusion is made about the need to adjust the data formats used to solve 
the second problem of INRP (Cutting Path Problem) and supplement them with geometric information about the cutting map and 
technological information about the cutting process. 

Key words: irregular 2D nesting; cutting path problem; INRP; dynamic geometric constraints; cutting segment; endpoint cutting 
problem; discrete optimization. 
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