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Аннотация. В работе рассматривается проблема построения цифрового двойника (ЦД) процесса тепло-
вой резки листового материала, происходящего при раскрое с использованием лазерного, газового 
и т. п. оборудования. Целью построения такого ЦД является решение задачи оптимизации пути режу-
щего инструмента с учетом термических воздействий на раскраиваемый материал. Приведена поста-
новка задачи. Предложен подход моделирования изменения температуры раскраиваемого материала 
на базе воксельного представления информации. Приведены результаты вычислительного экспери-
мента. 
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ВВЕДЕНИЕ  

В современном мире всё большее распространение получают цифровые двойники (ЦД) 

(Digital Twin), которые являются частью четвёртой промышленной революции [1, 2]. ЦД – это 

виртуальная модель любых процессов, сред, объектов, систем и людей, синхронизированная 

с ними и предназначенная для отслеживания их прошлого и настоящего с целью управления 

ими и/или предсказания их будущего. 

Одним из важных и перспективных направлений разработки ЦД являются объекты и про-

цессы промышленного производства той или иной продукции/изделий. Процесс же создания 

любого изделия начинается с изготовления его элементарных конструктивных составляю-

щих – деталей. Детали представляют основную массу объектов на любом промышленном 

предприятии. В производственном цикле создания изделий этап их изготовления является  

одним из наиболее трудоемких и сложных. Кроме того, многие предприятия в настоящее 

время работают в условиях единичного и мелкосерийного производства. В связи с большой 

номенклатурой деталей при изготовлении заготовок возникают проблемы по организации тех-

нологического проектирования раскройно-заготовительных операций [3]. 

В процессе раскроя листовых материалов на фигурные заготовки одним из важнейших эта-

пов является построение пути режущего инструмента. Для изготовления заготовок и деталей 

из листовых материалов используют машины фигурной резки с числовым программным 

управлением (ЧПУ). Особую популярность приобрела лазерная резка, в основе которой  

используется сфокусированный лазерный луч, который нагревает поверхность в указанной 

точке до температуры испарения материала. Передвигая лазерный луч по заданному марш-

руту, создается рез материала нужной формы. Оптимизация пути режущего инструмента  

позволяет снизить стоимость раскроя и повысить качество получаемых заготовок [4–6]. 

Обычно оптимизация пути сводится к минимизации длины холостого хода инструмента 

и уменьшению точек врезок. Однако при формировании такого маршрута не учитывается  

соблюдение температурного режима материала. В зависимости от порядка вырезания фигур 

температура раскраиваемого материала может сильно варьироваться на различных локальных 

участках, вызывать перегрев материала с последующей его деформацией и приводить к ухуд-

шению качества получаемых заготовок [7–9]. 

https://elibrary.ru/CKYEAF
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В связи с этим появляется необходимость учитывать термический фактор, что позволяет 

повысить качество получаемых заготовок по сравнению с обычной минимизацией пути холо-

стого хода. 

С другой стороны, если говорить о ЦД, необходима «синхронизация» с рассматриваемым 

процессом резки и, в первую очередь, с той реальной температурой, которая имеется у тех или 

иных точек конкретного, раскраиваемого в данный момент материала. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  

Дано: L(a × b) – раскраиваемая область (рис. 1); {Si} – заготовки, где i = 1÷n – номер заго-

товки; {Cij} – контуры заготовок, где i – номер заготовки, j – номер контура заготовки  

i, j = 1÷mi (mi ≥ 1 – количество внешних и внутренних контуров заготовки Si); {Pij} – точки 

врезки в контуры, где i – номер заготовки, j – номер контура заготовки Si; Pнач – начальное 

положение режущего инструмента. 

Найти: такое  𝑅∗, что 𝑇(Tr(𝑅∗), 𝐿) ≤ 𝑡max, где R = (Pнач, …, Pij, …, Pнач) – последователь-

ность точек врезки контуров, где i =1÷n, j = 1÷mi; Tr(R) – путь режущего инструмента при 

движении по последовательности точек R; T(Tr(∙), L) – функция, определяющая максимальную 

температуру точки (x, y) (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏) раскраиваемого листа L во время резки 

по пути Tr(∙).  

Следует отметить, что задача может не иметь решения при определенных значениях 𝑡max 

меньше некоторой величины 𝑡MAX, так как при резке металл нагревается до температуры плав-

ления, и эта температура распространяется по всей области листа. 

Соответственно при движении режущего инструмента с заданной скоростью по всем  

вырезаемым заготовкам может возникнуть ситуация, при которой не появятся области листа, 

имеющие температуру, меньше (𝑡max − delta). Как следствие, если начать вырезать заготовку, 

расположенную в такой зоне, то температура повысится больше величины 𝑡max. 

 

 

Рис. 1 Карта раскроя (заготовки Si, контуры Cij, точки врезки Pij)  

и путь режущего инструмента (стрелки), построенный с учетом  

ограничений связности 

Практически эту проблему можно решить, только приостановив процесс резки на какое-то 

время до охлаждения тех или иных зон листа до приемлемой температуры. Однако на прак-

тике такой прием обычно не применяется. 
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В этом контексте имеет смысл говорить о минимизации количества перегревов, а не  

о не превышении величины 𝑡max. Что в дальнейшем и описывается в данной статье. 

При решении рассматриваемой проблемы необходимо учитывать дополнительные огра-

ничения «связности» заготовок/контуров, находящихся внутри других контуров/заготовок, 

с «основной» частью листа (внутри вырезанных заготовок/контуров не должны оставаться 

невырезанные контуры/заготовки). 

Пусть 𝑄𝑖𝑗 – порядковый номер осуществления вырезания контура 𝐶𝑖𝑗, (𝑄𝑖𝑗 > 0, 𝑄𝑖𝑗 ∈ 𝑍).  

При переходе от контура 𝐶𝑖𝑗 к контуру 𝐶𝑘𝑙: 𝑄𝑘𝑙 − 𝑄𝑖𝑗 = 1. 

Ограничение связности «внутренний–внешний»: При построении пути режущего  

инструмента необходимо сначала вырезать все внутренние контуры заготовки, после чего об-

работать ее внешний контур: 

∀𝐶𝑘𝑗, 𝐶𝑘1 ∶  𝑄𝑘1 − 𝑄𝑘𝑗 = 1, 𝑗 > 1. 

Должно соблюдаться следующее условие: 

∀𝐶𝑘𝑏 ∶ 𝑏 > 1 ∃𝑄𝑘𝑏 ∶ 𝑄𝑘𝑏 ≤ 𝑄𝑘𝑗, 0 < 𝑄𝑘1 − 𝑄𝑘𝑏 < 𝑚𝑘. 

Ограничение связности «внешний–внутренний»: Пусть 𝐼𝑁𝐶𝑖𝑙
= {𝐷𝑘} – множество всех 

заготовок, находящихся внутри внутреннего контура 𝐶𝑖𝑙 заготовки Si на первом уровне вло-

женности. Перед тем как начать вырезать контур 𝐶𝑖𝑙, необходимо вырезать все заготовки, 

находящиеся во множестве 𝐼𝑁𝐶𝑖𝑙
 

∀𝐶𝑘1 ∶  𝐷𝑘 ∈ 𝐼𝑁𝐶𝑖𝑙
, 𝑙 ∈ (1;  𝑚𝑖]∃𝑄𝑘1 ∶  𝑄𝑘1 < min {𝑄𝑖𝑙}𝑙=2

𝑚𝑖 . 

Такие варианты сформированных карт раскроя могут привести к следующим ситуациям: 

1. Заготовки/контуры, несвязанные с листом после вырезки, могут сместиться/деформи-

роваться от температурного воздействия и наличия внутренних напряжений, имеющихся  

в листе с момента его изготовления, соответственно заготовки/контуры, которые находятся 

внутри вырезанных контуров/заготовок, в этом случае будут вырезаны также со смещением, 

то есть некорректно. 

2. Возможен перегрев данной заготовки/контура и контуров/деталей, находящихся 

внутри нее/него в процессе последующей резки контуров/заготовок, находящихся внутри  

рассматриваемой/ого, опять-таки из-за того, что нет связи с «основным» материалом, который 

бы являлся местом отвода тепла. 

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ  

В данной постановке задача сводится к одной из самых известных проблем дискретной 

оптимизации – задаче коммивояжёра (TSP – Travelling Salesman Problem) и относится к классу 

NP-трудных. Основная проблема при ее решении заключается в сложности определения тем-

пературы любой точки листа в процессе его резки по тому или иному выбранному пути. Ана-

литически решить эту задачу точно не представляется возможным, поэтому используются раз-

личные приближенные методы инженерного анализа, такие как, например, метод конечных 

элементов, который является достаточно ресурсоемким, особенно если говорить про решение 

задачи в реальном времени, то есть с учётом текущего состояния нагрева тех или иных участ-

ков раскраиваемого материала в процессе резки. 

В связи с этим был разработан подход, основанный на воксельном представлении инфор-

мации, который был апробирован и показал хорошие результаты при решении задач двумер-

ного и трёхмерного размещения объектов сложных геометрических форм [10–12]. 

Основная идея этого подхода состоит в «непосредственном» моделировании размещенных 

на листе заготовок в памяти ЭВМ, осуществляемого на основе дискретно-логической струк-

туры оперативной памяти. В нашем случае – это представление памяти в виде n-мерной мат-

рицы, каждым элементом которой является такой ее участок, который соответствует понятию 
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точки области размещения. В простейшем случае матрица точек двумерная (n = 2), а для более 

точного моделирования нагрева листа и распространения по нему температуры может быть 

использована трехмерная матрица (n=3), причем размер третьей координаты Z зависит от тол-

щины материала. 

Рассмотрим двумерный случай. 

Нагрев области раскроя во время резки 

При движении режущего инструмента по пути Tr(∙) те точки области раскроя (листа L), 

через которые он проходит во время резки контура Cij, нагреваются до температуры плавления 

соответствующего материала. 

Распространение температуры 

Предложен следующий принцип распространения температуры в дискретном простран-

стве: 

1) Для каждой области из 9 точек (при 8-связности) выбирается точка P с самой высокой 

температурой. 

2) Затем рассчитывается новая температура выбранной точки P в зависимости от T – тем-

пературы точки; ∆T – количества тепла, передаваемого каждой соседней точке;  Count – коли-

чества соседних точек; Kт/проводности – коэффициента распространения тепла (0 ≤ Kт/проводности 

≤ 1); Kт/потери – коэффициента теплоотдачи в окружающую среду (0 ≤ Kт/потери ≤ 1): 

∆T = P.T × Kт/проводности; 

P.T = (P.T – ∆T × Count) × Kт/потери. 

3) Для каждой из соседних точек S рассчитывается температура с учетом приращения ∆T 

в зависимости от коэффициента теплопроводности Kт/проводности и теплопотери во внешнюю 

среду Kт/потери (рис. 2): 

S.T = (S.T + ∆T) × Kт/потери . 

 

 

Рис. 2 3D-модель распространения тепла 

Синхронизация с реальным процессом 

Для решения этой задачи необходимо наличие информации о реальной температуре,  

имеющейся в тот или иной момент времени движения режущего инструмента при обработке 

конкретного листа в том или ином наборе точек, расположенном на его поверхности. В про-

стейшем случае, например, это могут быть вершины листа. В процессе резки температура,  

полученная при моделировании в ЦД, корректируется на реальную температуру, а затем эти 

изменения передаются в другие точки листа при помощи вышеописанного механизма. 

Также может быть синхронизировано текущее расположение режущего инструмента с уче-

том реальной скорости и расположения. 

Ниже приведен псевдокод алгоритма для реализации «дополнительных ограничений».  
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алг. Распределение_тепла 

нач. 

Выбрать из области из 9 точек точку с наивысшей температурой Pmax  

Рассчитать количество тепла, передаваемого от точки Pmax к её точкам-соседям: 

(Pmax)_dt = (Pmax) * t_теплопроводности 

Рассчитать оставшееся количество тепла для точки Pmax: 

(Pmax)_t = ((Pmax)_t – (Pmax)_dt * (количество_соседей)) * (1 – теплопотери) 

Рассчитать новое количество тепла для точек-соседей точки Pmax (PN[i]): 

(PN[i])_t = ((PN[i])_t + (Pmax)_dt) * (1 – теплопотери) 

кон. 

 

алг. Генерации пути раскраивающего инструмента  

с учетом тепловых воздействий на материал 

нач. 

EndOfTransition = 0 

Для стартовой позиции режущего инструмента определить ближайшую точку, 

принадлежащую одному из контуров, доступных для вырезания, в 

CuttingShapes[EndOfTransition], задать её в качестве начальной для 

CuttingShapes[EndOfTransition] и переместить режущий инструмент в эту точку. 

Добавить CuttingShapes[EndOfTransition] в ResultShapes[] 

Начать вырезание CuttingShapes[EndOfTransition] 

нц пока есть невырезанные точки в CuttingShapes[EndOfTransition] 

Вырезать очередную точку контура CuttingShapes[EndOfTransition] и рассчитать 

распространение температуры в локальной области выреза. 

кц 

если есть не вырезанные контуры в CuttingShapes[] 

то 

StartOfTransition = EndOfTransition 

Среди не вырезанных контуров из CuttingShapes[] найти индекс контура, который 

будет доступен для вырезания,  ближайшим к контуру 

CuttingShapes[StartOfTransition], но на расстоянии, не меньше, чем Smin от последней 

вырезанной точки со средней температурой в локальных областях, не превышающей 

значения Tmax. 

если индекс найден, 

то 

Smin = Smin * d 

Записать найденный индекс в EndOfTransition 

иначе 

Выбрать наименее нагретый контур. 

кон. 

Определить ближайшую точку, принадлежащую контуру 

CuttingShapes[EndOfTransition], до точки врезки в контур 

CuttingShapes[StartOfTransition], задать её в качестве начальной для 

CuttingShapes[EndOfTransition]  и переместить режущий инструмент в эту точку. 

Добавить CuttingShapes[EndOfTransition] в ResultShapes[] 

Начать вырезание CuttingShapes[EndOfTransition] 

кон. 

Вернуть режущий инструмент на стартовую позицию. 

кон. 
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3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

Для апробации разработанных методов и алгоритмов был проведен вычислительный  

эксперимент на базе примера из [11]. 

В роли показателя при моделировании процесса раскроя с учетом термических воздей-

ствий было выбрано количество локальных перегревов материала. 

Сравнивались четыре алгоритма [11, 13]: «Кратчайшего пути», «Минимизации перегре-

вов», «Случайные переходы» и «Минимизации пути и перегревов с учетом температуры  

в реальном времени»», разработанный в данной работе и основанный на определении темпе-

ратуры в масштабе реального времени. 

На рис. 3 приведен пример карты раскроя с учетом «дополнительных ограничений». 

 

 
a 

 
b 

 
c 

Рис. 3 Схема раскроя, траектория движения инструмента с учетом «дополнительных ограничений» и 

изменения температуры листа в процессе резки с использованием алгоритма «Минимизации пути 

и перегревов с учетом температуры в реальном времени»: a – t1; b – t2; c – t3 (t1 < t2 < t3) 



 
Разде л  МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ, ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ И КОМПЛЕКСЫ ПРОГРАММ 132 

Результаты экспериментов представлены в таблице. 

Таблица  

Результаты экспериментов 

 

Алгоритм  

«Кратчай-

шего пути» 

 «Минимиза-

ции перегре-

вов» 

 «Случайных  

переходов» 

«Минимизации пути 

и перегревов с учетом 

температуры в реальном 

времени» 

Длина пути  

холостого хода, 

см 

2086 27 382 20 542 8582 

Кол-во локальных 

перегревов 431 351 344 376 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

В работе рассмотрен подход к решению задачи построения ЦД процесса тепловой резки 

плоского материала с учетом термических воздействий, основанный на воксельном представ-

лении информации, включающий в себя математическую модель, методы, алгоритмы и про-

граммное обеспечение [14]. По результатам проведенного эксперимента разработанный авто-

рами алгоритм показал эффективность на 14 % выше алгоритма «Кратчайшего пути». Длина 

пути холостого хода при использовании разработанного алгоритма возросла в 4.1 раза по срав-

нению с алгоритмом «Кратчайшего пути». 

В контексте данного исследования авторы считают полезным упомянуть работу [15] 

по сходной тематике. 
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Title About modeling the process of thermal cutting of flat material into shaped parts and its digital twin based on voxel represen-
tation. 

Abstract. The paper considers the problem of constructing a digital twin (DT) of the thermal cutting process of sheet material, which 
occurs when cutting using laser, gas, etc. equipment. The purpose of constructing such a DT is to solve the problem of optimizing 
the path of the cutting tool, considering the thermal effects on the material being cut. The problem statement is given. An approach 
to modeling changes in the temperature of the material being cut based on a voxel representation of information is proposed. 
The results of a computational experiment are given. 
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