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В работе рассматривается применение иррациональных систем счисления с основаниями, равными числам Пизо, при 

проектировании высокоточных аналого-цифровых преобразователей (АЦП). Проанализированы ключевые свойства чи-

сел Пизо – устойчивость к накоплению ошибок округления и избыточность представления, обеспечивающие повыше-

ние помехоустойчивости и точности цифрового кодирования сигналов. Предложен новый принцип построения АЦП, 

заключающийся в замене целочисленного коэффициента усиления в петле обратной связи на иррациональный коэффи-

циент, равный числу Пизо. Показано, что использование данного подхода позволяет не только перераспределить спек-

тральную плотность шума квантования, как в классических дельта-сигма модуляторах, но и целенаправленно сформи-

ровать его частотный спектр, минимизируя погрешность преобразования в пределах рабочей полосы. Выполнено срав-

нительное обсуждение потенциальных преимуществ предложенной архитектуры по отношению к традиционным реше-

ниям.  

Иррациональная система счисления, число Пизо, аналого-цифровой преобразователь, шум квантования,  
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ВВЕДЕНИЕ  

Современные системы цифровой обработки сигналов во всех областях техники – от теле-

коммуникаций до измерительных комплексов – опираются на аналого-цифровые преобразо-

ватели (АЦП), обеспечивающие интерфейс между непрерывными физическими сигналами 

и дискретной вычислительной средой. Несмотря на значительный прогресс в развитии архи-

тектур АЦП, такие проблемы, как шум квантования, нелинейности преобразования и паразит-

ные резонансы в цепях обратной связи, остаются фундаментальными ограничениями точно-

сти. Традиционные методы их снижения – увеличение разрядности и частоты передискрети-

зации – сталкиваются с физическими, технологическими и энергетическими барьерами, что 

стимулирует поиск принципиально новых математических и схемотехнических решений. 

Одним из таких направлений является использование иррациональных систем счисления, 

основанных на числах Пизо (Pisot–Vijayaraghavan numbers) – особом классе алгебраических 

чисел, все сопряжённые корни которых по модулю меньше единицы. Системы счисления  

с иррациональным основанием обладают уникальными свойствами: ограниченным ростом 

ошибки при усечении, устойчивостью к накоплению округлений и избыточностью представ-

ления. Эти характеристики открывают возможности для разработки новых алгоритмов 

и структур цифрового преобразования, устойчивых к шуму квантования. 
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Целью данной работы является исследование потенциала применения систем счисления 

на базе чисел Пизо для построения высокоточных аналого-цифровых преобразователей. 

В частности, предлагается замена целочисленного коэффициента усиления в петле обратной 

связи на иррациональный коэффициент Пизо, что позволяет не только «размазать» шум кван-

тования по спектру, но и целенаправленно управлять его спектральной плотностью. Такой 

подход обеспечивает формирование структуры шума, минимизирующей его влияние  

на полезный сигнал, и представляет собой новый класс архитектур АЦП, превосходящих тра-

диционные решения по критериям точности и устойчивости. 

Иррациональные системы счисления и числа Пизо 

В традиционных позиционных системах счисления, таких как десятичная или двоичная, 

основание является целым числом (10, 2 и т. д.). Вес каждого разряда определяется как осно-

вание, возведенное в целую степень (номер разряд). Однако математическая теория систем 

счисления не ограничивается лишь целыми основаниями. Она допускает использование  

в качестве основания любого вещественного числа β > 1. В таком случае произвольное веще-

ственное число 𝒳 может быть представлено в виде линейной комбинации степеней основания 

β с целыми коэффициентами из некоторого конечного множества 𝔇: 

𝒳 =  ∑ 𝒹𝑘β𝑘

+∞

𝑘=−∞

, 

где 𝒹𝑘 ∈ 𝔇.  

Когда основание β является иррациональным числом, мы получаем так называемую ирра-

циональную систему счисления. Наиболее глубоко изученным и практически значимым клас-

сом таких систем являются системы с основаниями, равными числам Пизо. 

Числа Пизо: определение и уникальные свойства 

Число Пизо (или Pisot–Vijayaraghavan number) – это действительное алгебраическое целое 

число β > 1, все сопряженные которого по модулю строго меньше единицы. То есть β − это 

старший корень своего минимального полинома. На полином накладываются следующие 

условия: все коэффициенты должны быть целыми числами; коэффициент при старшей сте-

пени должен быть равен единице. Также все сопряженные корни данного полинома должны 

находится в поле единичного круга. В работах [Бад24, Bad24, Бад24б] были рассмотрены 

некие семейства сгущения данных чисел, образованных полиномами вида 

𝒬(𝑥) =  𝑥𝑛𝒫(𝑥) ± 𝒜(𝑥), 

где 𝒫(𝑥) – полином сгущения, а 𝒜(𝑥) – полином приближения. 

В дальнейшем будут рассмотрены только числа Пизо, расположенные на интервале (1; 2), 

поскольку только числа на этом интервале будут давать в разложении биномиальные коэффи-

циенты при любом основании β. 

Учитывая данные особенности разложение по степеням β, числа Пизо будут иметь такой 

вид. Для любого целого числа и числа из иррационального поля 𝒬(β) 

𝓧 =  ∑ 𝓭𝒊𝛃
𝒊 + ∑ 𝓭𝒋𝛃𝒋

−𝒎

𝒋=−𝟏

,     𝓭𝒋 ∈ {𝟎; 𝟏} .   

𝒏

𝒊=𝟎

 

Заметим, что для любого рационального числа разложения также конечны, но каждое 

имеет свой период. 

Благодаря свойству чисел Пизо такие системы обладают рядом следующих замечательных 

характеристик. 
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Избыточность: как и в других системах с нецелым основанием представление не всегда 

единственно. Одно и то же число может иметь несколько различных кодовых последователь-

ностей. Эта избыточность открывает возможности для оптимизации, например, для миними-

зации веса (количества единиц) в представлении числа [Шут21, Бур24]. 

Устойчивость к ошибкам округления: свойство сходимости дробных частей к нулю 

означает, что ошибки, возникающие при усечении (отбрасывании младших разрядов) или 

округлении числа, не будут катастрофически накапливаться. Ошибка ограничена и затухает. 

Это резко контрастирует с системами с основанием, где сопряженные по модулю больше 1 

(например, с не числами Пизо), где малая ошибка в младшем разряде может привести к экс-

поненциальному росту ошибки в старших разрядах [Bla89, Koo20, Бер07]. 

Эффективное представление: некоторые числа, имеющие бесконечное или очень длин-

ное представление в двоичной системе, могут быть представлены конечной короткой после-

довательностью в системе Пизо [Хал24, Мах10]. 

Применения иррациональных систем счисления в цифровой обработке 

Уникальные математические свойства систем счисления на базе чисел Пизо, в частности 

их устойчивость и избыточность, делают их чрезвычайно перспективным инструментом 

за пределами чистой математики. Они находят применение в теории сигналов, цифровой 

фильтрации и, что наиболее важно для технических наук, в построении принципиально новых 

архитектур аналого-цифровых преобразователей. Как будет показано далее, эти системы поз-

воляют бороться с фундаментальными проблемами традиционных АЦП, такими как шум 

квантования и паразитные резонансы в структурах с обратной связью. 

Аналого-цифровое преобразование 

Аналого-цифровой преобразователь – это фундаментальный интерфейс между непрерыв-

ным физическим миром и дискретным цифровым миром вычислительных системо [Li18]. Его 

основная задача – преобразовать непрерывный аналоговый сигнал (например, напряжение или 

ток), который может принимать бесконечное множество значений в заданном диапазоне, 

в дискретную последовательность цифровых кодов (как правило, двоичных), имеющих конеч-

ное число возможных состояний. 

Процесс преобразования является неотъемлемой частью любой современной цифровой  

системы, будь то аудио- и видеоаппаратура, измерительные приборы, датчики, системы связи 

или устройства управления. Без АЦП цифровой процессор не может воспринимать информа-

цию от датчиков, микрофонов, антенн и других источников аналоговых сигналов. 

Основные этапы преобразования 

Процесс аналого-цифрового преобразования состоит из трех ключевых этапов: 

1. Дискретизация. На этапе дискретизации непрерывный по времени 𝑡 аналоговый сигнал 

𝑥(𝑡) преобразуется в последовательность его мгновенных значений, взятых в определенные 

моменты времени. Процесс осуществляется с помощью схемы выборки-хранения (Sample-

and-Hold, S/H), которая «запоминает» текущее значение сигнала на время, необходимое для 

следующего этапа. Критически важным параметром здесь является частота дискретизации 𝑓𝑠. 

Согласно теореме Котельникова–Найквиста, для точного восстановления сигнала без потерь 

информации частота дискретизации должна быть, как минимум, в два раза выше наивысшей 

частоты в спектре исходного сигнала (𝑓𝑠  ≥ 2𝑓max). Несоблюдение этого условия приводит 

к явлению наложения спектров. 

2. Квантование. На этапе квантования непрерывное по амплитуде значение каждого  

отсчета преобразуется в одно из значений конечного множества дискретных уровней. Диапа-

зон возможных значений аналогового сигнала разбивается на 2𝑁 интервалов (уровней кванто-

вания), где 𝑁 – разрядность АЦП. Каждому отсчету присваивается значение того уровня,  

в который попадает его амплитуда. Этот процесс необратим и вносит в сигнал неизбежную 
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погрешность – шум квантования. Чем больше разрядность 𝑁, тем больше уровней квантова-

ния, и тем меньше ошибка. 

3. Кодирование: это финальный этап, на котором каждому дискретному уровню кванто-

вания ставится в соответствие уникальный 𝑁-разрядный двоичный код. Например, уровень 0 

может быть закодирован как 000, уровень 5 как 101 и т. д. На выходе этого блока мы получаем 

последовательность цифровых слов, которые и являются результатом работы АЦП и могут 

быть обработаны цифровой системой. 

Ключевые параметры АЦП 

Разрядность (𝑵): определяет динамический диапазон и разрешающую способность АЦП. 

Измеряется в битах. Разрешение (минимальное detectable изменение напряжения) вычисляется 

как 

∆ =  𝑉ref/2𝑁 , 

где 𝑉ref – опорное напряжение. Динамический диапазон примерно равен (6.02 ∙ 𝑁 + 1.76) дБ. 

Частота дискретизации (𝒇𝒔): определяет максимальную частоту входного сигнала, кото-

рую АЦП может преобразовать без искажений. 

Скорость преобразования: выполнение одного полного цикла преобразования (от вы-

борки до выдачи кода) за единицу времени. 

Интегральная нелинейность (INL): максимальное отклонение реальной характеристики 

transfer characteristic АЦП от идеальной прямой линии. 

Дифференциальная нелинейность (DNL): ошибка, показывающая, насколько отлича-

ется шаг между двумя соседними кодами от идеального значения ∆. Если 𝐷𝑁𝐿 > 1, возможна 

потеря кодов. 

Основные архитектуры АЦП 

Существует множество архитектур АЦП, каждая из которых представляет собой компро-

мисс между скоростью, точностью, энергопотреблением и стоимостью. 

АЦП последовательного приближения (SAR ADC): один из самых популярных типов 

благодаря балансу скорости, точности и умеренной мощности. Работает по принципу бинар-

ного поиска. Последовательно сравнивает входное напряжение с напряжениями, генерируе-

мыми цифро-аналоговым преобразователем (ЦАП), и за 𝑁 тактов определяет 𝑁-разрядный 

код. 

Дельта-сигма АЦП (ΔΣ ADC): обеспечивает очень высокую точность (до 24–32 бит) 

за счет передискретизации и шумоподавления. Принцип действия основан на модуляции вход-

ного сигнала и последующей цифровой фильтрации. Идеально подходит для аудио приложе-

ний и прецизионных измерений [Гол]. 

Конвейерный АЦП (Pipeline ADC): используется в высокоскоростных приложениях.  

Состоит из нескольких каскадов (стадий), работающих параллельно над разными отсчетами, 

что позволяет достигать высокой производительности. 

АЦП параллельного преобразования (Flash ADC): самый быстрый тип АЦП. Содержит 

(2𝑁 − 1) компараторов, которые работают одновременно. Из-за экспоненциального роста 

сложности и мощности применяется для очень высоких скоростей при небольшой разрядно-

сти, обычно до 8 бит. 

Связь АЦП и иррациональной системы счисления:  

подавление шума при квантовании 

Ключевой задачей при проектировании аналого-цифровых преобразователей, особенно 

для высокоточных применений, является управление шумом квантования. Традиционные  

архитектуры борются с ним путем увеличения разрядности или передискретизации [Sch17, 

Men23, Pan11, Fro92]. Однако эти методы имеют физические и экономические ограничения. 
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Использование систем счисления, в основании которых лежат числа Пизо, предлагает 

принципиально иной подход. Он основан на замене целочисленного усиления в петле обрат-

ной связи АЦП на иррациональный коэффициент, которым является число Пизо. Это позво-

ляет не просто «размазать» шум квантования по спектру, как это делает классический дельта-

сигма модулятор, а целенаправленно сформировать его спектральную плотность, вытеснив 

основную энергию ошибки за пределы полосы пропускания полезного сигнала с максималь-

ной эффективностью. 

ВЫВОДЫ  

В ходе исследования показано, что использование иррациональных систем счисления  

с основанием, равным числам Пизо, открывает перспективные возможности для повышения 

точности и устойчивости аналого-цифровых преобразователей. Замена целочисленного коэф-

фициента усиления в петле обратной связи на иррациональный коэффициент Пизо позволяет 

эффективно формировать спектральную плотность шума квантования, направленно снижая 

его влияние в рабочей полосе частот. Такой подход обеспечивает дополнительный резерв точ-

ности без увеличения разрядности и частоты передискретизации, что делает его особенно при-

влекательным для систем, чувствительных к энергетическим и аппаратным ограничениям. 

Полученные результаты могут быть использованы при разработке новых архитектур 

дельта-сигма модуляторов и прецизионных АЦП, а также при создании алгоритмов цифровой 

фильтрации, основанных на свойствах иррациональных чисел. Перспективным направлением 

дальнейших исследований является построение математических моделей устойчивости  

и шумовых характеристик АЦП с иррациональными коэффициентами, а также эксперимен-

тальная проверка предложенного принципа на аппаратном уровне. 
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