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Аннотация.  Рассматривается  задача  маршрутизации  для  доставки  однородного  груза  раз‐
личным клиентам, являющаяся важным компонентом в цепи поставок. Данная задача вклю‐
чает следующие подзадачи:  составление рационального маршрута для доставки  груза, при 
этом  учитываются  такие  ограничения,  как  грузоподъемность,  временные  окна,  наличие 
множества депо, раздельная доставка, неоднородность парка автомобильных транспортных 
средств (ТС), а также размещение груза внутри ТС. Поскольку, как известно, задача маршру‐
тизации является NP‐трудной задачей комбинаторной оптимизации, для ее решения разра‐
ботаны  метаэвристические  алгоритмы,  проведены  численные  эксперименты,  подтвержда‐
ющие эффективность предлагаемого алгоритма. 
 
Ключевые слова: задачи маршрутизации транспортных средств, задача трехмерной упаков‐
ки, однородный груз, алгоритм муравьиной колонии. 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Для удовлетворения потребностей кли-
ентов в различных сферах актуальной зада-
чей является доставка требуемых грузов 
(заказов) точно в срок. Задачи маршрутиза-
ции являются ключевыми в области транс-
портной логистики. Поскольку они являют-
ся NP-трудными задачами комбинаторной 
оптимизации, для их решения разрабатыва-
ются метэвристические алгоритмы, приме-
нение которых, как установили  Toth и Vigo 
в 2002 г.,  позволяет достичь экономии в до-
ставке заказов порядка 5–20% от общей 
стоимости заказов.  

В статье рассматривается задача 
(Extended Vehicle Routing Problem, EVRP), 
возникшая в логистической компании, за-
нимающейся доставкой однородного груза в 

различные регионы России арендуемыми 
ею автомобильными транспортными 
средствами различной грузоподъемности. 
Доставляется груз в контейнерах по доро-
гам разного типа и качества. Компания мо-
жет располагать складом (депо) или не-
сколькими складами для хранения груза, 
каждое ТС начинает и заканчивает свой 
маршрут в депо. В одном транспортном 
средстве может находиться груз, предназна-
ченный для нескольких клиентов. Компания 
может установить временной период в раз-
мере нескольких дней, в течение которых 
груз должен быть доставлен клиентам. По 
пути доставки груза транспортному сред-
ству разрешается остановка в некоторые 
интервалы времени. Кроме того, каждый 
клиент может быть посещен более чем од-
ним транспортным средством. При этом 
спрос каждого клиента может быть больше 
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грузоподъемности транспортного средства, 
и клиент может быть включен в несколько 
маршрутов (учитывается раздельная до-
ставка). Масса загружаемого в транспортное 
средство груза не должна превышать его 
грузоподъемность, также груз не должен 
выступать за пределы ТС. Компания заин-
тересована в минимизации транспортных 
расходов. Требуется определить наилучшие 
маршруты доставки однородного груза ав-
томобильными транспортными средствами 
различным клиентам с возможностью выда-
чи карты наилучшего размещения груза в 
них с учетом различных дорожных ограни-
чений (качество дорог, ограничение скоро-
сти на дорогах, прохождение по платным 
дорогам и т.д.). 

 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЗАДАЧИ 

ДОСТАВКИ ОДНОРОДНОГО ГРУЗА     (EX-
TENDED VEHICLE ROUTING PROBLEM, EVRP) 

 
Рассмотрим математическую модель 

задачи EVRP доставки однородного груза 
различным клиентам с учетом ряда ограни-
чений, базирующуюся на этих моделях. 

Математическая модель задачи EVRP  
В основу модели рассматриваемой зада-

чи EVRP  доставки однородного груза раз-
личным клиентам с учетом ряда ограниче-
ний легли модели следующих задач: задача 
маршрутизации ТС с ограничением на гру-
зоподъемность (Capacitated VRP, CVRP [1]), 
задача маршрутизации ТС с учетом грузо-
подъемности и размещения трехмерного 
груза в ТС (Three-Dimensional Capacitated 
Vehicle Routing Problem, 3L-CVRP [2]), зада-
ча маршрутизации ТС с временными окна-
ми (VRP with Time Windows, VRPTW [3]), 
задача маршрутизации ТС с множеством 
депо (Multiple Depot VRP, MDVRP [4]), за-
дача маршрутизации ТС с раздельной до-
ставкой (Split Delivery VRP, SDVRP [5]), за-
дача маршрутизации ТС с возвратом това-
ров (VRP with Pick-up and Delivery, VRPPD 
[6]). Обозначения, введенные в перечислен-
ных задачах, сохраняются. Рассматриваемая 
задача EVRP была апробирована для компа-
нии, занимающейся   производством и до-
ставкой реагента, который разливался в 
контейнеры параллелепипедной и цилин-
дрической формы. Для размещения контей-

неров с грузом в ТС  разработаны модели и 
эвристические методы.  

Дано: 
G = (V, E) – взвешенный граф с мно-

жеством вершин V и множеством ребер E 
(под ребром понимаются участки автомо-
бильных дорог); 

V – множество вершин, которое де-
лится на два подмножества Vc = {1,…,n} и 
Vh = {0, n + 1,…,n + k}; 

Vc = {1,…,n} – множество городов и 
клиентов; 

Vh = {0, n + 1,…,n + k} – множество 
депо; 

Каждому ребру ije E  приписыва-

ется вес (целочисленная оценка) fijkg.  
F = { NAtypekgZfijkg ,...,1:}0{   } – цело-

численные оценки для ребра (дороги) меж-
ду пунктами i и j, которые показывают вид 
дороги (дороги с заданными ограничениями 
– дороги с ограничением скорости движе-
ния, непроходимые дороги, качество дорог, 
тип дорог). Оценки назначаются эксперт-
ным путем; 

mu – количество ТС, расположенных 
в каждом депо hu V , {1,..., };u um r  

ru – максимальное число ТС, распо-
ложенных в депо hu V ; 

(Wv, Lv, Hv, Qv) – характеристики ТС v 
из депо hu V , [1, ]uv r , где Wv – ширина 

ТС v, Lv – длина ТС v, Hv – высота ТС v, Qv – 
грузоподъемность ТС v; 

cylpar ItemItemItem  , где 

parItemitp  – предметы параллелепипед-

ной (прямоуголной) формы, cylItemitc  – 

предметы цилиндрической формы; 
| ( , , , ), 1,...,kp par kp kp kp kp kp paritp Item itc lp wp hp mp kp Item    , 

где kplp – длина предмета kp параллелепи-

педной формы, 
k pw p  – ширина предмета kp 

параллелепипедной формы, 
k ph p  – высота 

предмета kp параллелепипедной формы, 

kpmp  – масса предмета kp параллелепипед-

ной формы; 
| ( , , ), 1,...,kc cyl kc kc kc kc cylitc Item itc rc hc mc kc Item    , где 

kcrc – радиус предмета kc цилиндрической 
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формы, kсhc  – высота предмета kc цилин-

дрической формы, kcmc  – масса предмета 

kc цилиндрической формы; 

1 1

p a r c y lI t e m I t e m

i i k p i k c
k p k c

q q p q c
 

  
 – спрос 

в грузе, связанный с каждым клиентом 

ci V ; 

ikpqp  – спрос в грузе параллелепипед-

ной формы типа kp, связанный с каждым 
клиентом ci V ,  1,..., parkp Item ; 

ikcqc  –  спрос в грузе цилиндрической 

формы типа kc, связанный с каждым клиен-
том 

ci V ,  1,..., cylkc Item ; 

1 1

p a r c y lI te m I te m

r e ti r e t ik p r e t ik c
k p k c

p p p p c
 

  
 – коли- 

чество груза, необходимое забрать от 
клиента 

ci V ; 

re tikpp p  – количество груза паралле-

лепипедной формы типа kp, необходимое 
забрать от клиента ci V , 

 1, ..., p a rkp Item ; 

retikcpc  – количество груза цилин-

дрической формы типа kc, необходимое за-
брать от клиента ci V ,  1, ..., cy lkc Item ; 

costv – стоимость пройденной едини-
цы времени ТС v, которая включает в себя 
стоимость аренды ТС v в единицу времени 
costrentv, затраты на бензин ТС v в единицу 
времени costpetrolv. costv = costrentv + costpetrolv; 

costroadij – стоимость прохождения по 
платным дорогам между пунктами i и j, 

, ci j V  в единицу времени; 

[ai, bi] – временное окно для клиента 

ci V . 

Введем ряд обозначений: 
cij – время в пути между пунктами i и 

j, , ci j V ; 

si – время обслуживания клиента 

ci V ; 

penalty_timei – штрафная стоимость 
за начало обслуживания клиента ci V  по-

сле bi, пропорциональная времени опозда-
ния ТС; 

wiv – время начала обслуживания 
клиента ci V  ТС v из депо hu V ; 

tiv – время прибытия ТС v из депо 

hu V  к клиенту ci V ; 

xijv – переменная логического типа, 
принимающая значение 1, если ТС v из депо 

hu V  перемещается в направлении от 

пункта i к пункту j, и 0 в противном случае, 
, ci j V ; 

1 1

par cylItem Item

iv ivkp ivkc
kp kc

y yp yc
 

    – количе-

ство груза, доставляемого i-му клиенту ТС v 
из депо hu V ; 

ivkpyp  – количество груза параллеле-

пипедной формы типа kp, доставляемого ТС 
v из депо hu V  i-му клиенту, 

 1, ..., p a rkp Item ; 

ivkcyc  – количество груза параллеле-

пипедной формы типа kc, доставляемого ТС 
v из депо hu V  i-му клиенту, 

 1,..., parkс Item ; 

1 1

p a r c y lI t e m I te m

iv iv k p iv k c
k p k c

d d p d c
 

    – коли-

чество груза, возвращаемого от i-го клиента 
ТС v из депо 

hu V ; 

ivkpdp  – количество груза параллеле-

пипедной формы типа kp, возвращаемого от 
i-го клиента ТС v из депо hu V , 

 1,..., parkp Item ; 

ivkcdc  – количество груза цилиндри-

ческой формы типа kc, возвращаемого от 
 i-го клиента ТС v из депо hu V , 

 1, ..., parkс Item ; 

penalty_timev – штрафная стоимость 
за маршрут, не соответствующий рацио-
нальному размещению груза в ТС v  из де-
по hVu , т.е. такому маршруту, когда оче-

редной груз не помещается в ТС v ; 

vfpack  – занятая грузом часть ТС v  

из депо hVu . Если 1vfpack , то груз 

помещается в ТС, если 1vfpack , то груз 

не помещается в ТС. 
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Требуется минимизировать общие 
транспортные расходы: 

 min_

_)cos(cos

1

1 1 11 1 1
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при выполнении следующих условий: 
пройденный путь включает каждую верши-
ну не менее одного раза (раздельная до-
ставка, SDVRP) 

  (2) 
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    (3)

клиент i может быть обслужен ТС v на до-
ставку и на возврат груза только при усло-
вии, что ТС v проходит через клиента i: 

;,...,1,0;,...,1; knnumiqxy uiijviv   (4) 





n

j
uretiijviv rnnumvnipxd

1

;,...,1,0,,...,1,,...,1,  (5)

спрос всех клиентов в грузе должен быть 
удовлетворен: 

;,...,1,0,,...,1,,...,1,
1

knnumvniqy ui

m

v
iv

u




(6) 

объем требования всех клиентов на возврат 
груза должен быть удовлетворен (VRPPD) 

;,...,1,0,,...,1,,...,1, knnumvnipd uretiiv  (7)

количество груза, размещенного в ТС v, не 
должно превышать грузоподъемности ТС v 
(ограничение грузоподъемности, CVRP):

  ;,...,1,0,,...,1,,...,1;)(
1

knnumvnlQdy u

l

i
viviv 



 (8) 

(8) 

учитываются временные окна (VRPTW): 
;,...,1,0,,...,1;,...,1; knnumvnibwa uiivi   (9) 

)(
1 1

ijiiv

n

j

n

i
jivjvijv cswxwx  

 

 ;,...,1,0;,...,1;,...,1, knnumvnji u  (10) 

груз должен вмещаться в ТС v (3L-CVRP): 

0 если 1 1

const 0 1 0 1
v u

v
v

, fpack v ,...,m;
penalty_pack

, если fpack ; u ,n ,...,n k;

 
     

 (11) 

 

 

 

МЕТОД P-ACO-EVRP  ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
ДОСТАВКИ ОДНОРОДНОГО ГРУЗА 

РАЗЛИЧНЫМ КЛИЕНТАМ 

Для решения задачи EVRP разработан 
метод P-ACO-EVRP, в основу которого лег-
ли следующие алгоритмы: алгоритм Кини-
Райфа [7], алгоритм ближайшего соседа, ал-
горитм «заметания» (sweep-алгоритм), ал-
горитм муравьиной колонии, основанный на 
популяции (P-ACO)  [8], для решения зада-
чи 3DBPСG – алгоритм, описанный в [9, 
10]. 
          Алгоритм P-ACO-EVRP 
Шаг 1.   Алгоритм Кини-Райфа (преобразует  
исходный дорожный граф с учетом 
требуемых ограничений) 
Шаг 2.  Алгоритм БЛИЖАЙШЕГО СОСЕ-
ДА (распределяет клиентов по депо) 
Шаг 3. Алгоритм ЗАМЕТАНИЯ (распреде-
ляет клиентов по транспортным средствам) 
Шаг 4. Поиск  маршрутов состоит из сле-
дующих шагов: 
      Шаг    4.1.     ПОИСК РАЦИОНАЛЬ-
НЫХ МАРШРУТОВ (с учетом (1–(11)) 
      Шаг    4.2.     РАЗМЕЩЕНИЕ ГРУЗА в 
ТС (задача 3DBPСG) 
       Шаг    4.3.     Улучшающая процедура 
2_OPT_INTERCHANGE 
        Шаг    4.4.     ОБНОВЛЕНИЕ ПОПУ-
ЛЯЦИИ ЛУЧШИХ МАРШРУТОВ  
        Шаг    4.5.     ВЫЧИСЛЕНИЕ МАТРИ-
ЦЫ ФЕРОМОНА 

Рассмотрим более подробно шаги алго-
ритма P-ACO-EVRP. На шаге 1 к исходному 
графу маршрутов G = (V, E), из которого 
формируется матрица расстояний (времени 
в пути) cij, применяется алгоритм Кини-
Райфа: каждому ребру исходного графа 
экспертным путем назначается определен-
ная целочисленная оценка, соответствую-
щая взаимонезависимым по предпочтениям 
условиям (например, качество дорог, огра-
ничения скорости на дорогах и т.д.). В пре-
образованном графе G’ = (V’, E’) ищется 
путь минимальной стоимости алгоритмом 
муравьиной колонии, основанным на попу-
ляции P-ACO. На шаге 2 с помощью алго-
ритма ближайшего соседа происходит рас-
пределение множества клиентов, имеющих 

;,...,1,0,,...,1,1
1 1

knnunjx
n

i

m

v
ijv

u
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координаты ),( ii yx , по депо, каждому кли-

енту соответствует ближайшее к нему депо, 
при этом вычисляются координаты клиен-
тов ),( iuiu yx , связанных с каждым депо u. 

На третьем шаге применяется алгоритм за-
метания для распределения множества кли-
ентов каждого депо по транспортным сред-
ствам. Далее маршрут строится отдельно 
для каждого транспортного средства. При 
этом каждая вершина i (клиент i) описыва-
ется полярными координатами ( iθ , iρ ) 

iθ , где – угол, iρ – длина радиуса. 
 

 

 
 

На шаге 4.2 выполняется алгоритм раз-
мещения грузовых единиц в кузов ТС.                  
В алгоритме ПОИСК РАЦИОНАЛЬНЫХ 
МАРШРУТОВ учитывается раздельная до-
ставка и размещение грузов внутри ТС.  

 
ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ ДЛЯ ОЦЕН-
КИ ЭФФЕКТИВНОСТИ МЕТОДА P-ACO-EVRP 

 
Численные эксперименты проводились 

на вычислительной машине Intel Core i3 с 
частотой каждого ядра 3,4 GHz и оператив-
ной памятью 4 Гб на платформе                  
32-разрядной операционной системы 
Windows 7. Параметры алгоритма P-ACO-
EVRP, на которых проводились численные 
эксперименты для вышеперечисленных из-
вестных задач маршрутизации ТС, следую-
щие: na = 20, nr = 20, psize = 25, Nnon-improving = 
100, α = 2, β = 5, где na – число муравьев 
(агентов), nr – число запусков для каждого 
тестового набора, psize – размер популяции, 
Nnon-improving – число итераций, в течение ко-
торых не происходит улучшения целевой 
функции, α, β – параметры алгоритма мура-
вьиной колонии, основанного на популяции. 

Эксперимент 1. Проводилось исследо-
вание эффективности предложенного алго-
ритма P-ACO-EVRP на задаче маршрутиза-
ции транспортных средств с учетом грузо-
подъемности (Capacitated Vehicle Routing 
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Problem, CVRP) на известных тестовых 
наборах из международной библиотеки те-
стов для задач исследования операция OR-
Library(http://people.brunel.ac.uk/~mastjjb/jeb
/info.html). Для каждого тестового набора 
известны координаты депо, координаты и 
спрос клиентов, грузоподъемность ТС. 
Также представлены решения задачи марш-
рутизации ТС с учетом грузоподъемности, 
полученные генетическим алгоритмом GA 
(Prins, 2003), алгоритмом поиска с запрета-
ми TS (Rochat, Taillard, 1995), алгоритмом 
BB (Berger, Barkaoui, 2003), муравьиным 
алгоритмом Ant System, AS (Bullnheimer et. 
al., 1999), муравьиным алгоритмом Savings 
Ant, SA (Doerner et. al.), генетическим алго-
ритмом Cellular Genetic Algorithm, CGA (En-
rigue Alba, Bernabe Dorronsoro, 2004). Ре-
зультаты выполнения алгоритмов представ-
лены в графическом виде на рис. 1. 

          

 
 

Рис. 1. Сравнение результатов работы алгоритмов 
для задачи маршрутизации ТС  
с учетом грузоподъемности 

 
Выводы по эксперименту: из диа-

граммы видно, что для задачи маршрутиза-
ции транспортных средств с учетом грузо-
подъемности с помощью алгоритма муравь-
иной колонии P-ACO-EVRP были получены 
лучшие решения на выбранных тестовых 
наборах данных. 

Эксперимент 2. Целью данного экс-
перимента является оценка зависимости 
времени работы алгоритма P-ACO-EVRP от 
числа клиентов. Для вычислительного экс-
перимента были отобраны тестовые наборы 
с 10,20,…,100,150 из библиотеки  R-Library 
(http://people.brunel.ac.uk/~mastjjb/jeb/info.ht
ml). Тестовые наборы с 200, 250, 300, 400, 
480 клиентами были взяты из данных 
предыдущего эксперимента. Результаты 
эксперимента представлены на рис. 2. 

 
 

Рис. 2. Зависимость времени работы алгоритма  
P-ACO-EVRP от числа клиентов 

 
Выводы по эксперименту: как видно 

из рис. 2 время работы алгоритма  
P-ACO-EVRP возрастает относительно 
плавно до 200 клиентов, но со значитель-
ным увеличением числа клиентов начинает 
резко возрастать. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В статье рассмотрено решение задачи 
поиска рациональных маршрутов доставки 
однородного груза различным клиентам с 
учетом ряда ограничений по критерию ми-
нимума стоимости пройденного транспорт-
ными средствами пути. При этом получены 
следующие результаты:  
 Представлена математическая модель 

задачи доставки однородного груза раз-
личным клиентам, которая позволяет 
одновременно учитывать такие ограни-
чения как грузоподъемность транспорт-
ного средства, временные окна, период 
планирования, множество депо, раз-
дельная доставка, неоднородный парк 
транспортных средств, возможность 
возврата груза, качество и стоимость до-
рог, тип дорог, ограничение скорости на 
дорогах, а также рациональное разме-
щение груза внутри ТС во время постро-
ения рациональных маршрутов достав-
ки. 

 Приведены алгоритмы решения рас-
сматриваемой задачи, а также числен-
ные эксперименты, проведенные с по-
мощью разработанного ПО на тестовых 
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примерах, приведен практический при-
мер. 

 Разработанное математическое и про-
граммное обеспечение поставленной за-
дачи позволяет получать решения, отли-
чающиеся по качеству от других извест-
ных алгоритмов в среднем на 2,26%, а 
также снизить транспортные расходы 
предприятия в среднем на 10–14%. 
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