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Аннотация. В данной работе наглядно продемонстрирована эффективность методики 
качественного улучшения результатов вычислительного эксперимента. На примере 
решения задач гидродинамики показано, что происходит существенное увеличение 
надежности создаваемых комплексов для решения задач при применении опреде-
ленных подходов. Численная фильтрация результатов вычислений дает возможность 
достичь их высокой точности. Разработанная эвристическая методика многокомпо-
нентного анализа позволяет получить достоверные оценки результатов, и на их осно-
вании делать практические выводы о моделируемых явлениях. 

Ключевые слова: многокомпонентный анализ; численно-аналитические методы; 
оценка погрешности; численная фильтрация. 

 
ВВЕДЕНИЕ 

 
Несмотря на стремительное развитие 

компьютерных технологий, численных мето-
дов и средств разработки, проблемы, связан-
ные с верификацией результатов численного 
эксперимента и оценкой их точности и досто-
верности, по-прежнему актуальны. Поскольку 
в компьютере представимы не все числа, а 
лишь конечный набор рациональных чисел 
специального вида, для всех остальных чисел 
возможно лишь приближенное представление 
с некоторой погрешностью, которую принято 
называть погрешностью представления или 
округления. Возникает проблема соотнесения 
приближенного вычисленного результата с 
истинным решением поставленной задачи. 

Разработка средств контроля и обосно-
вания достоверности получаемых результа-
тов, а также учет всех известных источни-
ков неадекватности – важнейшая задача, 
сопутствующая сегодняшнему быстрому 
росту технологий. 

В связи с этим в монографии [1] был 
проведен анализ имеющихся средств повы-
шения надежности численных результатов,                      
а также предложен подход, заключающийся 
в многокомпонентном анализе вычислен-
ных значений. В основе многокомпонентно-
го анализа лежит идея фильтрации числен-
ных данных, основанная на априорном зна-
нии закона изменения погрешности вычис-
ления от параметра дискретизации (или 
других параметров) в виде суммы слагае-
мых известного вида (1) с неизвестными ко-
эффициентами и заключающаяся в пооче-
редном или групповом уничтожении этих 
компонент погрешности. 
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nz −  приближенный результат, полученный 
при количестве узловых точек или слагае-
мых суммы, равном n; z −  точное значение; 

jc −  неизвестные коэффициенты; Lkk ,...1  – 
произвольные действительные числа (из-
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вестные), такие, что Lk...kk <<< 21 . Вели-
чина )(n∆  может состоять из не вошедших 
в сумму слагаемых, остаточного члена, по-
грешности округления и других составля-
ющих, обусловленных несовершенством 
численного метода и его программной реа-
лизации. Важно отметить то, что величина 

)(n∆  не имеет априорной оценки, и пред-
полагается возможным возрастание этой 
величины при возрастании n. 

При кратном увеличении числа узлов 
1

1
−= i

i Qnn  формула фильтрации совпадает с 
формулой Ричардсона [1]: 
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Важно отметить, что целью фильтрации, 

в отличие от методов ускорения сходимо-
стей, является только предоставление до-
полнительной информации для последую-
щего сравнительного анализа. Поэтому от-
фильтрованные по формуле (2) значения 
подвергаются дальнейшему анализу с це-
лью оценки погрешности и обоснованию 
достоверности этих оценок. Результаты 
фильтрации и оценки погрешности удобно 
представлять на графике (рис. 1) в виде за-
висимости δlg−  (десятичного логарифма) 
абсолютной или относительной погрешно-
сти, то есть точности, выраженной в коли-
честве точных десятичных знаков от лога-
рифма n (числа слагаемых суммы или от-
резков разбиения). При этом каждая состав-
ляющая зависимости (1) представлялась бы 
на таком графике отрезком прямой. 

Рис. 1. Пример представления результатов  
фильтрации 

 
Fig. 1. Example of the filtering results representation  

Следует отметить, что разность между 
ординатами точек, соответствующих кон-
кретному числу n, на графике является де-
сятичным логарифмом отношения погреш-
ностей или оценок погрешностей. Надеж-
ные оценки получаются при достаточно 
большом расстоянии между точками кри-
вых. При этом, применяя предложенные ме-
тоды анализа численных данных, следует 
придерживаться специальных правил ана-
лиза графика [1]. 

Примечание. В зависимости от правил 
увеличения узлов (кратное увеличение, уве-
личение на некоторое количество единиц              
и т. д.), а также от представления модели 
погрешности, меняются и формулы филь-
трации. Формула (2) рассматривается как 
частный случай наиболее часто встречаю-
щейся модели разбиения [6]. 

Таким образом, идея подхода многоком-
понентного анализа заключается в несколь-
коэтапной постпроцессорной обработке вы-
численных данных : 

– фильтрации результатов численного 
эксперимента для получения большего ко-
личества численных данных для дальней-
шего анализа; 

– анализе полученных численных дан-
ных, получении оценки погрешности ре-
зультатов; 

– проверке сформулированных выводов. 
Проверкой служит сравнение результатов 
одной задачи, полученных разными мето-
дами, либо, если это возможно, завышение 
точности получаемых решений, а также 
комбинация этих подходов. 

ПРИМЕНЕНИЕ РАССМОТРЕННОГО  
ПОДХОДА ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ  

ГИДРОДИНАМИКИ. 
ЗАДАЧА О ВОЛНЕ СТОКСА 

Рассмотрим задачу об уединенной волне 
Стокса. Рассматривается плоское стацио-
нарное течение идеальной невязкой жидко-
сти со свободными границами. Сравнение 
результатов различных исследователей по-
казывает, что авторы часто ошибаются в 
оценке погрешности, причем иногда в 10–
100 раз. 

В [2] были опубликованы результаты 
решения этой задачи видоизмененным ме-
тодом Леви – Чивиты с учетом особенно-
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стей решения в точке излома свободной по-
верхности и на бесконечности. Для уточне-
ния и оценки погрешности была применена 
формула фильтрации типа Эйткена с ис-
пользованием метода наименьших квадра-
тов. Полученные оценки дали возможность 
декларировать точность до 13 знака по чис-
лу Фруда и до двух-трех единиц 13 разряда 
по остальным параметрам. Чтобы понять, 
справедливы ли оценки, полученные с по-
мощью разработанной методики, было ре-
шено разработать новый численно-
аналитический метод решения данной зада-
чи. Более того, необходимо использовать 
машинные слова с увеличенной длиной 
мантиссы, чтобы получить решения, кото-
рые либо опровергнут, либо подтвердят 
предыдущие. 

Перейдем к решению задачи. Пусть 
струя идеальной жидкости движется вдоль 
горизонтальной прямолинейной стенки 
ADC (рис. 2, а). Cила тяжести действует 
вертикально вниз. Рассматривается решение 
типа уединенной волны наибольшей ампли-
туды, при этом на вершине волны образует-
ся излом с внутренним углом 2π/3 (волна 
Стокса). Скорость на бесконечности равна 
V∞, асимптотическая толщина струи – h. 
Давление P на свободной границе равно ат-
мосферному P0. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 2. Формы области, соответствующие течению, 
на плоскостях: а – физической;                                           
б – комплексного потенциала 

 
Fig. 2. The shapes of the area corresponding to the flow 

on the planes: a – physical plane;                                                

b – complex potential plane  
 
 

На свободной поверхности А'BC' значе-
ние модуля вектора скорости течения V свя-
зано с высотой точки Y уравнением Бернул-
ли при P=P0 
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Используя методы ТФКП было получе-

но решение задачи. На плоскости ком-
плексного потенциала области течения со-
ответствует полоса (рис. 2, б). Отличитель-
ной особенностью метода является исполь-
зование краевого условия (уравнения 
Бернулли) в дифференциальном виде: 

01
2

3 =θ−
σ
ττ sin

Frd
de .  (3) 

Численно задача решалась методом кол-
локаций. Требовалось выполнение уравне-
ния (3) в узловых точках, и дополнительно-
го уравнения, полученного в результате 
аналитического решения. Полученная при 
этом система n нелинейных уравнений ре-
шалась методом Ньютона с регулированием 
шага путем минимизации суммы квадратов 
невязок по всем уравнениям. Поиск реше-
ния прекращался, когда невязки по модулю 
не превышали 10−30. Другой отличительной 
особенностью уже программной реализации 
было использование чисел с длиной ман-
тиссы, соответствующей 35 десятичным 
разрядам. Более того, алгоритмическая реа-
лизация многих функций, используемых 
при решении в [2], была модифицирована, 
что позволило изменить составляющую по-
грешности, зависящую от программной ре-
ализации численного метода. При проведе-
нии процедуры фильтрации использовалась 
комбинация формул Ричардсона и Эйткена. 

Использование предложенного альтер-
нативного метода и расширения мантиссы 
позволило уменьшить погрешность до 10−16 
(рис. 3, б). Тем самым, оценки, полученные 
ранее (рис. 3, а) с помощью применения 
идеи фильтрации численных данных, были 
подтверждены. Сама же методика много-
компонентного анализа проявила себя как 
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полезный инструмент повышения качества 
результатов численных алгоритмов. 

а 

б 
Рис. 3. Результаты фильтрации числа Фруда:                        

а – согласно [2]; б – согласно [3] 
 

Fig. 3. Results of the Froude number filtering:  
a – according to [2]; b – according to [3] 

ЗАДАЧА О КАВИТАЦИОННОМ ОБТЕКАНИИ 
ОБОЛОЧКИ ПО НЕСИММЕТРИЧНОЙ СХЕМЕ 

РЯБУШИНСКОГО 

Задача обтекания идеальной жидкостью 
воздухоопорной оболочки имеет практиче-
ское применение при исследовании взаимо-
действия ветровой нагрузки с надувными 
конструкциями типа ангаров и т.п. При ре-
шении задач кавитационного обтекания ра-
нее было обнаружено, что зависимости 
многих параметров течения имеют локаль-
ные экстремумы при выполнении условия 
гладкого отрыва [4]. Строгого доказатель-
ства эта гипотеза не имеет. В связи с огра-
ничением точности расчетов и соображени-
ями «здравого смысла» данный вывод вы-
зывал некоторые сомнения, поскольку ко-
личество верных знаков, с которыми 

определяется точка экстремума, как прави-
ло, в два раза меньше, чем в вычисленном 
значении исследуемой функции. Чтобы 
проверить предположение о наличии ло-
кальных экстремумов у параметров обтека-
ния, необходимо получить решение с уве-
личенной точностью. 

Рассмотрим цилиндрическую оболочку, 
оба конца которой (A и B) закреплены. Ско-
рость потока на свободной линии тока CF 
равна V0. На линии DA вектор скорости па-
раллелен оси X (рис. 4). 

На смоченной части оболочки AC долж-
но удовлетворяться уравнение равновесия 
оболочки 

( ) const=−= PPRT b ,  (4) 
где R – радиус кривизны оболочки (R > 0, 
если оболочка выпукла в сторону жидко-
сти), P – давление на границе; Pb – давление 
внутри оболочки; T – натяжение оболочки. 

 

 
Рис. 4. Схема течения (физическая плоскость) 

 
Fig. 4. Flow diagram (the physical plane)  

 
При небольших перепадах давлений, ха-

рактерных для обтекания надувных кон-
струкций, воздух можно моделировать иде-
альной невязкой несжимаемой жидкостью. 
Тогда условие (4) с учетом уравнения Бер-
нулли можно записать в дифференциальной 
форме 
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где θ – угол между вектором скорости и 
осью X; s – дуговая абсцисса, отсчитывае-
мая от точки A. В формуле (5) выбирается 
знак «−», так как, согласно рис. 5, угол 
наклона вектора скорости θ при µ > 1 
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уменьшается вниз по потоку. Для решения 
этой задачи используются методы теории 
функций комплексного переменного, анало-
гичные [5]. 

Уравнение равновесия, выраженное с 
помощью дифференциала дуговой абсцис-
сы, в интегральной форме выглядит следу-
ющим образом: 

( ) ( )∫
σ

∞−

×







+−µ

λ
π−=θ−σθ

0

01
2 V

V
V
V
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( )
σπσ

πδ+πσ
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2

1   (6) 

Задача решается с помощью функции Жу-
ковского 

τ+θ==ω i
dZ
dW

V
lni

0

1  

с граничными условиями: 
– Re 0=ω  на GDA; 
– Re 2π−=ω  на FG; 
– Im 0=ω  на CF; 
– уравнение (6) на AC. 

Были разработаны два численно-
аналитических метода. В первом из них ис-
пользован стенной ряд, во втором – инте-
грал Шварца. 

Численно задача решалась методом кол-
локаций. Получаемая система нелинейных 
уравнений решалась методом Ньютона с 
регулированием шага путем минимизации 
суммы квадратов невязок по всем уравне-
ниям. Координаты точек границы и внут-
ренних точек потока определялись числен-
ным интегрированием. При решении иссле-
довано поведение безразмерных парамет-
ров: 

– коэффициентов давления 
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– натяжения 
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– высоты оболочечной конструкции 
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Для оценки погрешности использова-
лась численная фильтрация результатов 
расчетов, полученных при различных чис-
лах точек коллокаций. Результаты фильтра-
ции изображены на рис. 5. 

Данные результаты показывают, что для 
приведенных вариантов параметры CX, CY и 
T* определяются с относительной погреш-
ностью около 10–12, параметр H* около     
10–14. 

 

а 

 
б 

Рис. 5. Оценка погрешности параметров:  
а – CX, б – CX   для K = 1 (число кавитации) 

 
Fig. 5. The error estimate of the parameters: 

а – CX, b – CX  for K = 1 (the cavitation number) 
 

Таким образом, в данной работе с по-
мощью видоизмененного метода Леви–
Чивиты проведено численное решение за-
дачи о кавитационном обтекании оболочки 
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потоком идеальной жидкости. Исследова-
ние показало, что зависимости многих па-
раметров от положения точки отрыва имеют 
локальные экстремумы при выполнении 
условия гладкого отрыва. Наличие двух ме-
тодов решения одной задачи позволяет 
сравнить и проверить непротиворечивость 
полученных результатов и их оценок по-
грешности. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Как видно в работе, разработанная эври-
стическая методика многокомпонентного 
анализа позволяет получить достоверные 
оценки полученных результатов, и на их ос-
новании делать практические выводы о мо-
делируемых явлениях. Применение техно-
логии фильтрации численных результатов 
позволяет делать выводы с высокой точно-
стью. 
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