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Аннотация. В рамках концепции причинного подхода рассматриваются рекурсивные 
модели и схемы анализа данных в форме последовательностей значений. Существу-
ющие методы, использующие рекуррентные схемы при обработке данных включают 
рекурсивный метод наименьших квадратов (МНК) и его производные, рекурсивные 
цифровые фильтры, рекурсивные искусственные нейронные сети. В отличие от из-
вестных методов рассматривается парадигма событийного ревербератора, порожда-
ющего последовательности событий и на его основе дается теоретическое обоснова-
ние рассмотрения данных в форме последовательностей значений как объектов, по-
рождаемых повторяющимися процессами, которые можно представить в рекуррент-
ной форме. Рассматривается возвратная рекурсия как модель бионических 
вычислений, позволяющая строить совокупность вычислительных схем, которые реа-
лизуют функцию усвоения простейших закономерностей, формирующих вариабель-
ность исходных данных представленных в форме последовательности значений. 
Практическое применение результатов исследований на основе предлагаемого под-
хода возможно в области технических и информационных компонентов, обладающих 
ограниченными ресурсами памяти и вычислительной мощности.  

Ключевые слова: причинная парадигма; бионические вычисления; рекурсивные мо-
дели; анализ данных. 

 
ВВЕДЕНИЕ 

В различных областях деятельности 

специалисты явно или неявно опираются на 

эмпирические причинные представления в 

своей деятельности. Вместе с тем, научно 

обоснованное применение причинного под-

хода может быть продуктивно при решении 

широкого круга задач в разных предметных 

областях. Для этого необходимо рассмот-

реть идейные и теоретические основания 

причинных представлений, позволяющие 

построить продуктивные модели и алгорит-

мы обработки данных. 

В философском смысле под причинной, 

или каузальной (от латинского слова causa – 

«причина») связью понимается связь причи-

ны и действия (следствия). Состоит эта связь 

в том, что каждое явление природы и обще-

ства обязательно вызывается каким-либо 

другим явлением или явлениями. Находясь 

во всеобщей связи, всякое явление непре-

менно обусловлено другими явлениями. 

При этом причинная связь характеризу-

ется особенностями [1]: наличие релевантно 

сопутствующих обстоятельств; причинная 

связь является всеобщей; причинная связь 

есть необходимая связь; причинная связь 

обладает свойством определенности и одно-

значности; причина и действие последова-

тельны во времени. 
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В связи с достаточно универсальным ха-

рактером причинных связей представляется 

важным разработка теоретических основ и 

практических подходов к использованию 

причинных представлений в составе мето-

дов анализа данных, описывающих объекты 

и процессы во времени. Они, как правило, 

представляются в форме последовательно-

стей данных, временных рядов и т.д. 

В связи с этим, цель работы заключается 

в разработке теоретических основ и основ 

математического аппарата анализа данных 

на основе причинной парадигмы. 

Для этого необходимо решить следую-

щие задачи: провести теоретическое обос-

нование причинного подхода к анализу 

данных; построить базовые модели анализа 

данных; исследовать свойство масштабной 

инвариантности предлагаемой модели ана-

лиза данных; исследовать возможность раз-

ложения функций по произвольному бази-

су; исследовать возможность реализации 

рекурсивного разложения функций. 

СОСТОЯНИЕ ВОПРОСА  

Теоретические основания причинности, 

как правило, рассматриваются в философ-

ских и методологических работах, как в бо-

лее ранних, например [2], так и более позд-

них [1]. Однако в таких работах дается 

только общеметодологическое описание и 

методы общего вида. При этом в них слабо 

представлены или не представлены совсем 

вопросы и примеры решения прикладных 

задач. Кроме того, в таких работах не обна-

ружены примеры использования рекуррент-

ных моделей как инструмента представле-

ния причинных зависимостей и решения 

прикладных задач. 

Подход к анализу данных на основе ре-

куррентных моделей достаточно часто об-

ладает большой эффективностью по срав-

нению с нерекуррентными моделями, по-

скольку позволяет строить более компакт-

ные вычислительные схемы анализа 

данных. Кроме того они позволяют реали-

зовать эффект «памяти» в таких схемах. Это 

позволяет получать не только теоретические 

результаты, но и обладает большей практи-

ческой направленностью. В связи с этим 

рассмотрим ряд научных направлений. 

Рассматривая классические задачи ана-

лиза данных и управления, в которых ис-

пользуется рекуррентный подход, выделим 

ряд наиболее интересных исследований.  

В работе [3] изложены накопленные резуль-

таты по методам рекуррентного оценива-

ния, в частности, рекуррентный подход  

к методу наименьших квадратов и рекур-

рентной псевдолинейной регрессии. Пред-

ставленные методы и алгоритмы направле-

ны на применение в задачах анализа данных 

в реальном масштабе времени. 

Примером более поздних исследований 

являются работы [4–8], которые развивают 

метод рекурсивного оценивания параметров 

наблюдения, в идейном смысле развиваю-

щий положения работы [3]. 

В работе [9] разрабатываются приклад-

ные вопросы рекуррентного метода 

наименьших квадратов в направлении, за-

данном работой [3]. 

В работе [10] рассматриваются вопросы 

рекуррентной идентификации для решения 

задач адаптивного управления нестацио-

нарными объектами, что является достаточ-

но существенным движением вперед по 

сравнению с работой [3]. 

Прикладные разделы теории управления 

дискретными системами исследуют рекур-

сивные модели под названием «рекурсив-

ные фильтры» или фильтры с бесконечной 

импульсной характеристикой [11], подчер-

кивая или интересуясь в основном частот-

ными функциями передачи дискретных 

сигналов. 

Новая волна исследования с использова-

нием рекуррентного подхода возникла  

на базе механизма искусственных нейрон-

ных сетей (ИНС). Отметим, что рекуррент-

ные нейронные сети, как механизм, учиты-

вающий динамику изменений, впервые 

предложены в работе [12]. Данный подход в 

терминах поиска структур во времени был 

развит в работе [13]. В настоящее время это 

направление получило достаточно интен-

сивное развитие как область новых прило-

жений, так и разработки новых механизмов. 

Это можно наблюдать, например, в текущих 

публикациях [14, 15]. В работе [14] иссле-

дуются новые подходы к оценке возможных 

решений уравнений с использованием кон-
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фигураций древовидной рекурсивной 

нейронной сети (Tree-RNN). В работе [15] 

представлено сравнение скрытых марков-

ских моделей и рекурсивных нейронных 

сетей, чтобы выделить их преимущества и 

недостатки. 

Еще одно направление развития пред-

ложено в работе [16] где описан новый ва-

риант структуры рекуррентных нейронных 

сетей в форме долгой краткосрочной памя-

ти. Это направление получило развитие  

в ряде исследований, среди которых упомя-

нем представляющие интерес [17–19].  

В первом из них предлагается адаптивный 

метод обновления памяти LSTM в соответ-

ствии с изменением входной последова-

тельности на каждом временном шаге.  

Во втором исследовании рассматривалась 

задача описания последовательности собы-

тий с помощью сетей LSTM. В третьей ста-

тье исследуется применимость рекуррент-

ных сетей долгой краткосрочной памяти 

(long short-term memory, LSTM) для бинар-

ной классификации текстовых сообщений 

социальной сети Twitter. Еще одна работа в 

этом направлении [20] посвящена решению 

задачи глубокого обучения на базе меха-

низма LSTM. 

Таким образом, основные направления 

исследования представлены работами либо 

посвященными применению рекуррентных 

ИНС, либо направленными на решение за-

дачи рекуррентной идентификации слож-

ных динамических объектов. 

Несмотря на то, что ИНС базируются  

на аналогии с биологическими нейронными 

сетями, необходимо отметить, что есте-

ственные реализации, как правило, не столь 

расточительны структурно к ИНС. Вместе  

с тем, они обладают более широкими адап-

тивными возможностями по сравнению с 

различными реализациями метода 

наименьших квадратов. Подход на основе 

рекурсивных фильтров предназначен только 

для анализа частотных свойств объекта ис-

следования. Предлагается так же как в слу-

чае ИНС в качестве аналогии использовать 

биологические структуры центральной 

нервной системы, но в другой интерпрета-

ции, ближайшей из которых являются кор-

тикальные колонки [21, 22]. В связи с этим 

в работе предлагается использовать в каче-

стве основы для описания бионических вы-

числений один из наиболее простых мате-

матических аппаратов. Поскольку предлага-

ется оригинальное представление, то оно 

требует определенного теоретического и 

идейного обоснования. 

ПРЕДЛАГАЕМЫЙ ПОДХОД 

Причинные основания рекурсивных мо-

делей. Начнем рассмотрение с известных 

фактов, опубликованных ранее. Система 

аксиом (предпосылок) причинного анализа, 

изложенная в работе [23], позволяет пред-

ставить связь причины и следствия в виде 

орграфа, у которого вершинам соответ-

ствуют события, дугам – связи (или сов-

местные области существования) событий, а 

направление дуги, обозначаемое стрелкой, 

соответствует направлению перехода от 

причины к следствию. В соответствии с ак-

сиомами 4 и 5, дугам обязательно соотно-

сятся характеристики исходных, вторичных 

или смежных событий и в соответствии  

с аксиомами 2 и 3, также в обязательном 

порядке дуге причинного графа сопоставля-

ется один шаг относительного времени или 

такт времени – T. Это сразу приводит  

к представлению причинной взаимосвязи 

явлений в виде рекурсивной схемы (рекур-

сивного процессора). 

Поскольку наблюдению доступны для 

восприятия только события настоящего и 

прошлого (если последние «записаны»  

в памяти), то очевидно, что память позволя-

ет субъекту строить причинные последова-

тельности, которые устойчиво повторяются 

и поэтому надежно фиксируются с ростом 

числа повторений. 

Сказанное позволяет предложить в каче-

стве общего теоретического аппарата иссле-

дования бионических вычислений математи-

ческую модель возвратной рекурсии [24]. 

Построим концептуальное обоснование. 

Для этого представим, что событиям соот-

ветствуют вершины некоторого графа, а пе-

реходам между ними – ориентированные 

ребра. Рассмотрим графы связей событий, 

описывающих множества следствий. Пред-

варительно примем следующие предполо-

жения.
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– Будем рассматривать причину – X  

в точке регенерации, то есть в такой обла-

сти существования события-причины, в ко-

торой оно воспроизводится через некоторое 

(возможно очень большое) число причин-

ных переходов. Причем эта регенерация со-

бытия X осуществляется как с участием 

предшествующих событий в самой этой об-

ласти, так и событий в смежных областях.  

– Будем считать, что в соответствии  

с аксиомами 1–5 работы [23] событие-

причина X порождает событие-следствия, 

которые могут находиться как в точке реге-

нерации, так и вне ее. При этом причинное 

преобразование X в некоторое следствие  

в точке регенерации обозначим оператором 

R, а аналогичное преобразование X в собы-

тие-следствие в смежной области обозна-

чим оператором P. 

Таким образом, за один шаг преобразо-

вания X порождает событие RX в точке ре-

генерации и событие PX в какой-либо 

смежной области существования событий. 

Возможность влияния некоторого собы-

тия Y, находящегося в смежной области  

на следствия в точке регенерации, обозна-

чим оператором Q. 

– Событие �̅�, где черта означает логиче-

ское отрицание («исчезновение» X, «все 

кроме» X), также является событием, по-

рождаемым оператором типа R.  

– Все причинные операторы будем счи-

тать некоммутативными, что следует из из-

вестных законов физики, описываемых либо 

функциональными, либо матричными пре-

образованиями, обладающими этими свой-

ствами. 

Учитывая принятые предположения и 

допущения, последовательные фазы при-

чинных преобразований могут быть пред-

ставлены следующими операторными гра-

фами (рис. 1). 

Схема демонстрирует, что система со-

бытий, порождающая их последователь-

ность в точке регенерации, является рекур-

сивной. Кроме того, наличие сложной си-

стемы обратных связей (операторы типа Q) 

позволяет считать схему возвратно-

рекурсивной, если учесть, что каждый  

из операторов R, P и Q содержит неявно шаг 

(такт) времени, означающий реализацию 

преобразования. В зависимости от интер-

претации характера этих операторов воз-

можно построение как детерминированных, 

так и вероятностных моделей.  

 

Рис. 1. Операторные графы  

причинных преобразований 

Дальнейшее исследование на базе пред-

ложенных операторных графов можно про-

должить, если дополнительно определить 

свойства причинных операторов, сопостав-

ленных дугам. 

Рассмотрим простейший вариант и 

ограничимся типовым случаем, когда все 

операторы линейны и некоммутативны. 

Первое свойство – линейности, наиболее 

естественно для причинных преобразований 

изучаемых естественными науками, кото-

рые при изучении связей всегда пользуются, 

хотя бы в первом приближении, линейными 

методами описания. Некоммутативность 

причинных операторов следует хотя бы из 

того факта, что многие (если не большин-

ство) известных преобразований имеет ха-

рактер математических функций. Например, 

количество выделенного в проводнике теп-

ла (следствие) пропорционально квадрату 

тока в этом проводнике (причина): Q = kI2. 

В то же время функциональные операторы 

не коммутативны ((f(x)) ≠ f((x))). Тем бо-

лее некоммутативность характерна для пре-

образований событий, описываемых векто-

рами параметров и линейными матричными 

операторами. 

Исходя из изложенного и ограничив го-

ризонт наблюдаемых событий (поскольку 

любая память конечна), можно записать 

матричную структуру причинного операто-

ра в следующей форме. 
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(1) 

Выражение (1) можно конкретизировать, 

если использовать особенности информаци-

онной причинности [25, 26] характерной 

для живых систем. События здесь хранятся 

в памяти системы и поэтому можно принять 

Ri = 0, i > 1; Pi = I, i = 1,…, k–1, Qij = 0, i > 1, 

где I – единичный (тождественный) опера-

тор (поскольку события перезаписываются). 

В этом случае выражение (1) превраща-

ется в схему классической возвратной ре-

курсии, и может быть представлено в мат-

ричной форме [27]. 
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(2) 

От выражения (2) можно вернуться  

к графу возвратно-рекурсивной модели 

бионических вычислений, который пред-

ставлен на рис. 2. 
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Рис. 2. Граф рекурсивной модели 

Таким образом, адекватной моделью от-

ражения бионических вычислений является 

возвратно-рекурсивная модель, матричная 

форма (2) которой соответствует канониче-

ской форме представления линейных си-

стем [27–29]. Здесь важно отметить, что пе-

реходная матрица системы по форме явля-

ется матрицей Фробениуса [30]. 

Таким образом, проблему отображения 

непрерывных динамических систем в дис-

кретные предлагается на концептуальном 

уровне решать путем конструирования ана-

литической процедуры перехода от линей-

ных дифференциальных уравнений к их 

возвратно–рекурсивным аналогам. Прото-

типы последних можно наблюдать в приро-

де как самовопроизводящиеся причинные 

цепи. Как указывалось выше, такой переход 

представляет собой сложную не полностью 

решенную проблему, рассмотрение которой 

предложено ниже. 

Возвращаясь к алгебраической форме 

представления рекурсивных моделей био-

нических вычислений, отметим, что эта 

форма в математической литературе носит 

названия: возвратная последовательность 

[24, 27], разностное уравнение или разност-

ная схема [31]. 

Возвратная рекурсия как модель биони-

ческих вычислителей для анализа данных. 

Для описания модели биологических вы-

числений в дальнейшем будет использо-

ваться классическая форма возвратной ре-

курсии в виде, задаваемом линейным ре-

куррентным соотношением (3). 

knknnn xa...xaxax   2211 .       (3)  

Выражение (3) можно рассматривать, 

как разностное уравнение с общим видом 
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b

b
a i

i . Такому 

представлению соответствует решение, вы-

ражаемое в примитивно рекурсивной форме 

(4) [27]. При этом значение xn явно выража-

ется через значения номера шага, как сумма 

квазимногочленов от n: 

  


m

l l
n
ln npx

1
λ ,                  (4)  

где l – корни характеристического уравне-

ния:
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0λλλ 2
2

1
1  

k
kkk a...aa , 

а pl(n) – полином степени меньше l, где l – 

кратность корня l. 

Выражения (3) и (4) совместно можно 

рассматривать как форму представления ре-

курсивных функций заданного вида. Эта 

форма обладает рядом особенностей, 

например, в работе [24] утверждается, что 

выражение 
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   (5)  

воспроизводит последовательность k-х сте-

пеней натуральных чисел {un
k}. Однако, вы-

ражение (5) и его свойства представляют 

интерес, как объект представления и изуче-

ния процессов бионических вычислений. 

Для этого рассмотрим выражение (5), 

как разностное уравнение, что позволяет 

выявить следующие особенности. Во-

первых, его решение зависит только от 

набора фиксированных коэффициентов 

Ck
0, Ck

1, …, Ck
k–1 и, во-вторых, вид реше- 

ния (4) не зависит от начальных условий, то 

есть от того, какие числа последовательно-

сти un+k–1, un+k–2, …, un подставить в (5), что-

бы продолжить вычисления следующих 

членов последовательности. Следовательно, 

если рассматривать (4) и (5) как две формы 

задания значений одной и той же функции, 

то при любых, даже случайных числах  

un+k–1, un+k–2, …, un общий вид функции un 

типа (4) не изменится. Таким образом, лю-

бая произвольная последовательность мо-

жет быть представлена квазимногочленом 

детерминированного вида. 

Практическая реализация (5) позволяет 

построить один из вариантов моделей био-

нических вычислителей для анализа дан-

ных. При этом общие требования к компо-

нентам формулируются следующим обра-

зом. В составе схемы вычисления: 

1. Должен быть реализован конвейерный 

полифункциональный преобразователь дан-

ных с оперативной памятью (регистрами 

или кэшем), хранящей набор значений  

{un+k–1, un+k–2, …, un}.  

2. Должна быть реализована система об-

ратных связей с коэффициентами передачи 

связей равными коэффициентам возвратной 

последовательности 

nkknknkn ua...uauau   2211 .    (6)  

Значения в преобразователе данных [32] 

перемещаются в порядке поступления,  

а выбранные из ячеек памяти значения, 

масштабированные соответствующими ко-

эффициентами, суммируются во входной 

ячейке преобразователя (точке регенера-

ции). 

3. Все операции преобразователя данных 

синхронизируются так, что общий цикл вы-

числения всех {ui}, входящих в (6), занимает 

один такт времени T (рассматриваемый как 

запаздывание).  

Реализация этих общих требований  

к бионическим вычислителям для анализа 

данных позволяет построить класс 

устройств, автоматически решающих раз-

нообразные задачи, то есть самопроизволь-

но преодолевающих неопределенность этих 

задач. Это возможно благодаря тому, что 

вычислительные структуры, соответствую-

щие выражениям (5), (6), обладают опреде-

ленными свойствами. 

Прямое сравнение выражений (5) и (6) 

показывает, что первое из них является раз-

ностным уравнением с постоянными коэф-

фициентами {Ck}, при этом во второе вхо-

дят коэффициенты {ak}, которые в общем 

случае могут быть функциями от парамет-

ров или номера шага рекурсии. 

При постоянных коэффициентах воз-

вратно-рекурсивные схемы проявляют спо-

собность усваивать некоторые закономер-

ности в поведении последовательности ве-

личин, составляющих временные ряды. Ис-

пользование функционально-зависимых 

коэффициентов существенно расширяет 

круг таких зависимостей за счет усложне-

ния процедуры идентификации. 

В контексте модели бионических вы-

числителей отметим, что важнейшим для 

биосистем является возможность выявить 

как смену закономерности событий внешне-

го окружения, так и закономерность такой 

смены. Это означает, что система, реализу-

ющая такую схему вычисления, должна 

уметь усваивать жизненно важные законо-

мерности в наблюдаемых явлениях и про-

цессах. Признаки успешного усвоения зако-

номерностей хорошо описаны в работе [33]. 
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Например, можно считать, что закономер-

ность усвоена, если: 

а) при сообщении обучаемой системе 

имени или предъявления её части (обучаю-

щей последовательности) значений она мо-

жет быть построена или воспроизведена 

этой системой полностью; 

б) при предъявлении этой закономерно-

сти она может быть правильно (адекватно) 

описана обучаемой системой или распозна-

на; 

в) система может произвольно исполь-

зовать известную ей закономерность, мани-

пулируя последней по мере необходимости.  

Легко убедиться, что система, реализу-

ющая вычисления по формуле (5), удовле-

творяет приведенным критериям. 

Возьмем, например, частный случай (5) 

вида 

11 2   nnn xxx .                 (7)  

Если подставить в правую часть любые 

два числа, то они будут «восприняты» си-

стемой (7) как последовательные значения 

полинома первой степени xn = C1n + C2,  

степень которого меньше кратности = 2 

корня характеристического уравнения:  

λ2 – 2λ + 1 = 0. 

Действительно легко проверить, что 

независимо от значений коэффициентов C1 

и C2. 
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Аналогично показывается способность 

схемы воспроизводить зависимость  

xn = const. Это говорит о способности схемы 

(7) выполнить тест a). 

Слегка изменив (7) и представляя его  

в более общем виде 

11   nnnn xxgx , 

где gn – некоторый переменный коэффици-

ент, можно по любым предъявленным трем 

равноотстоящим отсчетам зависимости 

определить, распознать тип зависимости. 

Действительно, определим gn как 

1

1






n

nn
n

x

xx
g . 

Легко понять, что gn = 2 только для ли-

нейной последовательности (это очевидно 

из сравнения (7) и (8)). Отличия gn от двух 

свидетельствуют об отклонении, предъяв-

ленной закономерности от линейной. Таким 

образом, рекурсивные схемы вида (7), (8) 

выполняют тест б). 

Рассматривая внимательно (7), легко за-

метить, что схема обратима, то есть она ра-

ботает независимо от того, в какой последо-

вательности вводятся xn–1 и xn. 

Действительно из (7) следует также, что 

11   nnnn xxgx ,  

то есть с помощью (7), можно восстанавли-

вать линейные последовательности как в 

прямом, так и в обратном направлении по 

любым двум ее точкам. Это говорит о вы-

полнимости теста в). 

Таким образом, схемы возвратной ре-

курсии способны усваивать закономерно-

сти, заключенные в отрезках последова-

тельности отсчетов, что можно интерпрети-

ровать как способность обучаться в беспо-

исковом режиме с первого предъявления. 

Предполагается далее, что механизмы тако-

го типа, реализующие бионические вычис-

ления, обладают уникальной способностью. 

Подобные механизмы могут лежать в осно-

ве той гибкости и разнообразия, которые 

характерны для процессов обучения мозга 

человека и животных. На базе таких меха-

низмов они способны воспроизводить дей-

ствия, которые им просто показаны или 

продемонстрированы, и усваиваются путем 

подражания. Причем, как известно эта спо-

собность подражать как правило тем выше, 

чем выше уровень организации нервной си-

стемы [34]. 

Такие представления позволяют осуще-

ствить технические реализации вычисли-

тельных алгоритмов и устройств, которые 

мы будем называть бионическими рекурсив-

ными процессорами, имея в виду их доволь-

но широкие возможности по решению задач 

анализа зависимостей, прогноза, моделиро-

вания. Отметим, что форма возвратной по-

следовательности (3) соответствует алго-

ритму вычисления значения текущего члена 

последовательности на основе предыдущих 

значений на одном шаге рекурсии. Покажем 
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это следующим образом. Очевидно, что (3) 

легко представить в матричной форме, при 

которой один шаг вычисления имеет вид 

[27] (9). 
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С этой точки зрения выражение (3) 

можно понимать, как превращение на шаге i 

последовательности (вектора) (xn–1 ÷ xn–k) 

длины k в последовательность (xn ÷ xn–k+1)  

также длины k, а затем подстановки нового 

вектора в правую часть. Иначе говоря, при 

матричном преобразовании k-шаговая ска-

лярная возвратная рекурсия превращается в 

одношаговую векторную (рекуррентную 

формулу). Например, схема (7) дает выра-

жение 
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в обратном. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, в результате сформиро-

ваны теоретические основания анализа дан-

ных на основе причинного подхода и разра-

ботаны основы математического аппарата 

на основе возвратной рекурсии. 

Для этого сформулировано теоретиче-

ское обоснование подхода к анализу данных 

на основе причинных представлений, отли-

чающееся интерпретацией и позволяющее 

построить модели анализа данных на новых 

основаниях.  

Кроме того, построены базовые модели 

анализа данных на основе линейных рекур-

рентных соотношений, отличающихся про-

стотой формирования и позволяющие ис-

пользовать их программные реализации в 

системах с ограниченным ресурсами. 
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